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VORREDE. 



Uas vorliegende Lehrbuch dient dem Studium der Geo- 
metrie sowohl auf der Schule als auf der Universität. 

Die behandelten Gegenstände; sowie die nothwendigen 
Voraussetzungen, sind der Sphäre des Schulunterrichts ent- 
nommen. Die einzige Ausnahme hiervon bildet die siebente 
Vorlesung. Sie durfte indes s nicht wegbleiben, weil sie ein 
sprechendes Zeugniss ablegt für den innigen Zusammenhang 
der Geometrie mit der Algebra. 

Die Vorlesungen sind wesentlich akademische. Darum 
beschränken sie sich nicht auf die der Schule gezogenen, 
Grenzen, sondern geben in erweitertem Rahmen ein Bild der 
Wissenschaft in ihrer jetzigen Form. 

Ihre Aufgabe ist gefällig anzuregen und zu weiteren 
Entdeckungen zu ermuntern. Dabei können sie aber doch 
dem Zuhörer oder Leser die Mühe der Arbeit und des 
Nachdenkens nicht ersparen, ohne welche man weder in 
der Wissenschaft noch in dem Leben Gewinn und Befrie- 
digung hat. 

- Heidelberg, im November 1865. 
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Erste Vorlesung. 
Einleitung. 



Die Geometrie lehrt Sätze entdecken und beweisen, welche 
Eigenschaften der Figuren ausdrücken. Sie erreicht ihre Zwecke 
vorzugsweise durch zwei Methoden, durch die synthetische 
und durch die analytische Methode. 

Die synthetische Geometrie sucht ihre Wahrheiten 
durch blosse Anschauung, durch Operationen an und mit der 
Figur zu erreichen. Die Figur , die mit ihren Eigenschaften ihr 
Zweck ist, dient ihr zugleich als Mittel zum Zwecke. Die von 
Euklid mit ihren Beweisen vorgetragenen geometrischen Sätze 
können als Bestätigung des Gesagten dienen. 

Die analytische Geometrie, wie sie von Cartesius er- 
funden und nach ihm weiter ausgebildet worden ist, unterschei- 
det drei von einander gesonderte Operationen, welche die Me- 
thode zugleich charakterisiren. Die erste besteht in der Ueber- 
tragung einer gegebenen Figur in äquivalente Gleichungen nach 
ganz bestimmten Regeln, der Art, dass man -auch umgekehrt von 
jenen Gleichungen ausgehend durch geometrische Deutung der- 
selben wieder zu der gegebenen Figur zurückkehren kann. Die 
Combination und die Transformation dieser Gleichungen ist die 
zweite Operation der analytischen Geometrie. Sie ist ausschliess- 
lich eine Sache des Calculs. Die combinirten und transformirten 
Gleichungen sind aber wieder die äquivalenten analytischen Aus- 
drücke für eine gewisse Nebenfigur, die zugleich mit der gegebe- 
nen Figur besteht. Beutet man daher die combinirten und trans- 
formirt**" Eichungen geometrisch nach den bereits erwähnten 

Hps»o, . » na* y t. Geometr. d. Ebene. I. \ 
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2 Erste Vorlesung. 

Regeln, — und dieses ist die letzte Operation der analytischen 
Geometrie — so erhält man jene Nebenfigur, von der man weiss, 
dass sie zugleich mit der gegebenen Figur besteht. Da aber das 
Bestehen einer Nebenfigur im Zusammenhange mit einer gegebe- 
nen Figur sich immer als ein geometrischer Satz auffassen lässt, 
so lehrt hiernach die analytische Geometrie geometrische Sätze 
finden und beweisen. Ein Beispiel soll dieses klarer machen. 

Es sei ein Dreieck gegeben zugleich mit den Halbirungs- 
linien der Winkel des Dreiecks. Die drei Seiten des Dreiecks 
und die drei Halbirungslinien sollen die gegebene Figur bilden. 
Die drei letzteren bilden ein zweites Dreieck, dessen Ecken wir 
als die Nebenfigur betrachten. Wir drücken nun, indem wir mit 
der ersten Operation beginnen, die gegebene Figur durch Glei- 
chungen aus. Wir operiren ferner mit diesen durch die Figur 
bestimmten Gleichungen so, dass wir schliesslich diejenigen 
Gleichungen erhalten, welche die Nebenfigur analytisch aus- 
drücken. Wir finden, dass jede der drei Ecken der Nebenfigur 
durch ganz dieselben Gleichungen ausgedrückt wird. Daraus 
müssen wir schliessen, dass die drei Ecken der Nebenfigur ein 
und derselbe Punkt sind. Auf diese Weise gelangen wir zu dem 
Satze: 

„Die Halbirungslinien der drei Winkel eines Dreiecks schnei- 
den sich in einem und demselben Punkte." 

Nehmen wir an, der geometrische Satz sei begannt. Es 
handle sich darum, den Satz zu beweisen. Alsdann sind durch 
die Bedingungen des Satzes die Figur gegeben und zugleich die 
Gleichungen bestimmt, welche sie analytisch ausdrücken. Durch 
den Schluss des Satzes ist die Nebenfigur bestimmt und auch 
die Gleichungen, welche sie analytisch ausdrücken. Der Beweis 
des Satzes beruht dann nur noch auf den Combinationen und 
Transformationen der Gleichungen der gegebenen Figur in der 
Weise, dass daraus die Gleichungen der Nebenfigur entstehen. 
Der Beweis ist nichts weiter als eine Sache der Rechnung. 

So führt im Allgemeinen die analytische Geometrie . die 
Schwierigkeit des Beweises irgend eines geometrischen Satzes 
zurück auf die Schwierigkeit der Rechnung; durch Rechnung 
lässt sich der Beweis immer erzwingen. 

Man würde aber irren, wenn man den Schwerpunkt der 
analytischen Geometrie in der Rechnung suchen wollte. Das 
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Einleitung. 3 

Resultat der Rechnung ist das Endziel, die Rechnung selbst bleibt 
eine unliebsame Beigabe, die wir zur freieren Bewegung auf ein 
Minimum zu beschränken haben. Dieses Minimum durch mög- 
lichste Vermeidung von Rechnungen annähernd zu erreichen, 
wird eine der Aufgaben sein, welche zu lösen diese Vorlesungen 
sich durchgehend zur Pflicht machen. 

Die Gegenstände der analytischen Geometrie sind Raum- 
figuren und im Speciellen Figuren in einer und derselben Ebene. 
Indem wir die Betrachtung der Raumfiguren gänzlich ausschliessen, 
werden wir uns in diesen Vprlesungen beschränken auf die Be- 
trachtung von Figuren in einer und derselben Ebene. 

Wir werden mit den analytischen Ausdrücken der einfach- 
sten Figur, dem Punkte, in der Ebene beginnen und allmählig 
auf zusammengesetztere Figuren übergehen. 



Die analytische Geometrie braucht, um Figuren in Gleichun- 
gen zu übertragen und umgekehrt Gleichungen in Figuren um- 
zusetzen, einen einfachen Apparat, das Coordinatensystem, 
mit dessen Construction wir den Anfang zu machen haben. 

Wir ziehen in der Ebene zwei unbegrenzte gerade Linien, 
welche auf einander senkrecht stehen. Sie werden als feste ge- 
rade Linien genommen und führen den Namen der Coordi- 
natenaxen. Um sie von einander zu unterscheiden, nennt man 
die eine die #Axe, die andere die t/Axe, oder auch die 
erstere die Abscissenaxe, die zweite die Ordinatenaxe. 
Sie schneiden sich in einem Punkte 0, dem Coordinaten- 
anfangspunkt. Auf jeder dieser beiden Coordinatenaxen unter-*- 
scheidet man, von dem Coordinatenanfangspunkte ausgehend, zwei 
einander entgegengesetzte Richtungen. Die eine, gleich viel, 
welche, nennt man die positiv^, die andere die negative 
Richtung der Coordinatenaxe. Wir werden die Richtungen OX 
und Y für die positiven Richtungen respective der x Axe und 
der y Axe nehmen. 

Durch die Lage eines Punktes p sind nun unzweideutig seine 
Abstände vp und up von den Coordinatenaxen bestimmt. Sie 
führen den Namen der Coordinaten des Punktes und werden 
respeetive mit den Buchstaben x und y bezeichnet, wenn der 
Punkt als ein beliebiger gelten soll. 

1* 
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4 Erste Vorlesung. 

Wenn ein bestimmter Punkt die Goordinaten a und b hat, 
so drücken wir dieses analytisch durch die Gleichungen aus: 

x = a, y = b 

und nennen sie die Gleichungen des Punktes. Derselbe 
Punkt wird auf diese Weise immer durch dieselben Gleichungen 
analytisch ausgedrückt. 

Gehen wir umgekehrt von jenen 
Gleichungen des Punktes aus und 
suchen ihr geometrisches Bild, den 
Punkt 7 so kommen wir auf vier 
verschiedene Punkte p, p t1 p 2 , p s zu- 
rück, von welchen jeder durch die 
beiden Gleichungen analytisch dar- 
gestellt wird. Will man aber, dass 
jene Gleichungen nur einen ein- 
zigen Punkt p analytisch darstellen, 
so genügt es, der Richtung seiner Goordinaten Rechnung zu tra- 
gen. Wir werden deshalb die Abstände eines Punktes von cten 
Coordinatenaxen, die Goordinaten des Punktes, als positive 
Grössen betrachten, wenn sie genommen sind in der positiven 
Richtung der Coordinatenaxen, im anderen Falle als negative 
Grössen. 

Nach dieser Bestimmung gruppiren sich, in der Voraussetzung, 
dass a und b positive Grössen seien, die Goordinaten der ge- 
nannten vier Punkte p nach folgender Tafel: 
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und jeder der vier Punkte p wird durch ein anderes Gleichungs- 
paar analytisch dargestellt. 

Wenn wir demnach unter a und b irgend zwei reelle 
Grösseii verstehen, so hat jeder Punkt in der Ebene seinen 
analytischen Ausdruck in zwei Gleichungen von der angegebenen 
Form , und jede zwei Gleichungen von .jener Form repräsentiren 
einen ganz bestimmten Punkt in der Ebene. Wir können des- 
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Einleitung. 5 

halb sagen, der Punkt sei das geometrische Aequivalent — oder 
Bild — seiner Gleichungen und die Gleichungen seien das ana- 
lytische Aequivalent — der analytische Ausdruck — des Punktes. 

Um weitere Fragen anzuregen, drücken wir dasselbe nur 
anders aus, indem wir sagen : Wenn die Coordinaten eines Punk- 
tes — für x und y gesetzt — jenen beiden Gleichungen zu- 
gleich genügen, so hat der Punkt die Eigenschaft, ein ganz be- 
stimmter zu sein. Hieran schliesst sich naturgemäss die Frage, 
welche Eigenschaften die Punkte haben, deren Coordinaten nur 
einer von jenen Gleichungen genügen, z. B. der ersten: 

x = a. 

Die Antwort versteht sich von selbst. Sie liegen alle auf 
der, der y Axe parallelen; Linie, welche von dieser Axe um a 
absteht. Aber auch jeder Punkt jener Linie hat die Eigen- 
schaft, dass seine Coordinaten der genannten Gleichung genügen. 

Wir nehmen deshalb die genannte Gleichung für den ana- 
lytischen Ausdruck — für die Gleichung — jener der y Axe pa- 
rallelen Linie, und die gerade Linie selbst für das geometrische 
Bild jener Gleichung. 

Die analoge Betrachtung der Gleichung: 

y = t> 
giebt das geometrische Aequivalent für die der x Axe parallele 
Linie, welche von ihr um die Entfernung b absteht. 

Wir sind hiernach in der Lage, jeden Punkt in der Ebene, 
und jede gerade Linie, welche einer der Coordinatenaxen parallel 
ist, analytisch auszudrücken und umgekehrt jede zwei Gleichun- 
gen in der besprochenen Form oder auch jede einzelne geome- 
trisch zu deuten. 

Jede von diesen Gleichungen für sich stellt eine gerade Linie 
dar; beide in Verbindung mit einander stellen den Schnittpunkt 
der beiden geraden Linien dar. 

Die Coordinaten xy eines Punktes sind aber auch unzwei- 
deutig bestimmt durch die linearen Gleichungen: 
ax + by + c = 
a t x + b x y + q = 0. 

Die oben angeregte Frage führt demnach in weiterer Aus- 
dehnung darauf hin, zu ermitteln, welches die geometrische Be- 
deutung sei einer dieser ^Gleichungen, das heisst, welches die 
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6 Erste Vorlesung. 

Eigenschaften seien derjenigen Punkte, deren Coordinaten einer 
dieser Gleichungen genügen. Die Beantwortung dieser Frage 
werden wir in der nächsten Vorlesung geben. Wir werden dort 
zeigen, wie jede dieser Gleichungen für sich eine gerade Linie 
geometrisch repräsentirt, was sich im Speciellen schon so ein- 
sehen lässt, wenn man a und a t oder b und b t gleich setzt. 
Denn in diesen Fällen haben wir die vorausgegangenen Gleichun- 
gen, deren geometrisches Aequivalent wir bereits festgestellt haben. 
Wenn der Punkt als die einfachste geometrische Figur gilt, 
so muss man zwei Punkte für die nächste complicirtere Figur 
nehmen. Durch zwei Punkte ist aber ebensowohl die Lage der 
geraden Linie bestimmt, welche durch sie geht, als das von den 
beiden Punkten begrenzte Stück auf ihr. Diese gerade Linie 
gehört im Allgemeinen nicht zu den Linien, welche wir bereits 
betrachtet haben; wir werden in der folgenden Vorlesung auf sie 
zurückkommen. Wenn wir aber das von den beiden Punkteu 
begrenzte Stück der geraden Linie in das Auge fassen, so kön- 
nen wir uns die Aufgabe stellen: 

Wenn die Coordinaten x, y und #,, y i zweier 
Punkte gegeben sind, die Entfernung D derselben 
durch die gegebenen Coordinaten auszudrücken. 



Fig. 2. 




Man sieht in der zugehörigen Fi- 
gur das Rechteck, dessen Diagonale 
D von den beiden durch ihre Coor- 
dinaten gegebenen Punkten begrenzt 
wird. Die Seiten dieses Rechteckes 
sind ihrer Grösse nach x — x x und 
y — y Y . Nach dem Pythagoräischen 
Lehrsatze hat man daher: 



(i) 



& = ( X - *,)? + (y - y,Y 



An diese Gleichung, welche die vorgelegte Aufgabe löset, 
knüpfen wir einige Bemerkungen. 

Man soll über Gleichungen, durch welche geometrische Auf- 
gaben gelöset werden, nicht flüchtig fortgehen. Denn die Glei- 
chungen sind vielfacher Deutungen fähig und lösen zugleich an- 
dere geometrische Aufgaben. Im Allgemeinen ist es zwar eine 
Kunst, für welche sich keine bestimmten Regeln angeben lassen, 
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Einleitung. 



jene anderen geometrischen Aufgaben zu entdecken, aber es ist 
ein in der Analysis wie in der Geometrie bekanntes Mittel zur 
Entdeckung neuer Wahrheiten, dass man die Aufgaben umkehrt. 
Wir wollen dieses Mittel an unserer Aufgabe versuchen. 

Während in der Aufgabe die beiden Punkte gegeben waren 
und ihre Entfernung gesucht wurde, so kehren wir die Aufgabe 
um, wenn wir den einen Punkt und die Entfernung als gegeben 
betrachten, dagegen den anderen Punkt suchen. Sind x t y x die 
gegebenen Coordiuaten des ersten Punktes, xy die Coordinaten 
des gesuchten Punktes und D die gegebene Entfernung der bei- 
den Punkte von einander, so ist die Gleichung (1) die Bedingung, 
welche die Coordinaten des gesuchten Punktes zu erfüllen haben. 
Nun weiss man aber, dass der gesuchte Punkt ein beliebiger - 
Punkt in der Peripherie des Kreises ist, der mit dem Radius D 
um den gegebenen Punkt als Mittelpunkt construirt ist. Daraus 
folgt, dass die Coordinaten xy eines jeden Punktes in der 
Peripherie des Kreises der Gleichung (1) genügen. Da ferner die 
Coordinaten keines anderen Punktes der Gleichung genügen, so 
wird man die Gleichung (1) mit den variabeln Coordinaten x y 
des Punktes für den analytischen Ausdruck des Kreises, für die 
Gleichung des Kreises zu nehmen haben, wenn man dar- 
unter versteht, dass die Coordinaten eines jeden Punktes in der 
Peripherie jener Gleichung genügen, und dass alle Punkte, deren 
Coordinaten jener Gleichung genügen, in der Peripherie des 
Kreises liegen. 



Wenn drei Punkte ge- 
geben sind, so ist damit zu- 
gleich das Dreieck bestimmt, 
dessen Ecken die gegebenen 
Punkte sind. Indem wir auf 
den Flächeninhalt dieses Drei- 
ecks unser Augenmerk rich- 
ten, werden wir vorerst die 
Aufgabe lösen: 



Fig. 3. 




fr 



0' 



Den Flächeninhalt A 
eines Dreiecks zu bestimmen, dessen eine Ecke in dem 
Coordinatenanfangspunkt liegt, dessen beide anderen 
Ecken durch ihre Coordinaten a t b^ a 2 b 2 gegeben sind. 
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Erste Vorlesung. 



In der Figur ist das gegebene Dreieck durch die Coordina- 
ten a x b 2 und durch die punktirte gerade Linie in demselben in 
drei Dreiecke 4 V 4 V 4 S zertbeilt. Die doppelten Flächeninhalte 
dieser Theile sind: 

24 x = (a x — a 2 ) (b 2 - b t ) 
24 2 5= (b 2 — b x ) a 2 

2^3 = («i — «2) b i 
Da aber 24 = 24 x + 24 2 + 24 z , so hat man: 



(2) 24 = a x b 2 — a 2 b l 

Es darf nicht unerwähnt bleiben, dass dieser Ausdruck für 
24 dem Werthe nach zwar ungeändert bleibt, wenn man die 
beiden Ecken des Dreiecks, welche nicht in dem Coordinaten- 
anfangspunkt liegen, mit einander vertauscht > dass er aber sein 
Vorzeichen ändert. Hiernach giebt jener Ausdruck von 24 zwar 
immer den doppelten Flächeninhalt des Dreiecks, aber mit dem 
positiven oder negativen Vorzeichen je nach der Bezeichnung der 
Ecken. 

Mit Hülfe dieses Resultates werden wir sogleich die allge- 
meine Aufgabe lösen: 

Den Flächeninhalt 4 eines Dreiecks zu bestim- 
men, dessen Ecken durch ihre Coordinaten xy, x Y y v 
x 2 y 2 gegeben sind. 

Denken wir uns zu diesem Zwecke ein zweites paralleles 
Coordinatensystem , dessen Coordinaten axen durch die punktirten 
in zusammenlaufenden geraden Linien dargestellt werden. 
Nehmen wir an, die Coordinaten des Anfangspunktes des ur- 
sprünglichen Systemes in dem zweiten Coordinatensysteme seien 
xy, die Coordinaten der beiden anderen Ecken des vorhin be- 
trachteten Dreiecks seien respective x t y { und x 2 y 2 , so hat 
man: 

a { = x x — x a 2 = x 2 — x 

i>i = yi—y h = y 2 — y 
und wenn mau diese Werthe in (2) einsetzt, erhält man schliesslich : 

(3) . . 24 == x x y 2 — x 2 y x + x 2 y — xy 2 + xy x — x x y 

einen Ausdruck für den doppelten Inhalt des Dreiecks, der durch 
Vertauschung irgend zweier Ecken desselben nur sein Vorzeichen 
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Einleitung. 9 

wechselt. Es ist daher der absolute Werlh des Ausdruckes für 
den doppelten Inhalt des Dreiecks zu nehmen. 

Um Regeln anzugeben, wie die beiden Ausdrücke von 2 d in 
(2) und (3) sich leicht unabhängig von dem Vorhergehenden bil- 
den lassen, stellen wir die beiden Gleichungen auf: 
«i oo + b x y + c v = 
a 2 x + b 2 y + c 2 = 

Löset man diese, beiden Gleichungen auf, so stellen sich die 
Werthe der Unbekannten x und y in der Form von Brüchen 
dar mit gleichen Nennern. Der gleiche Nenner ist gerade der 
Ausdruck von 2J in (2). 

Hat man diesen Ausdruck gebildet, so erhält man die bei- 
den ersten Glieder von 2A in (3), wenn man die Buchstaben a 
mit x und b mit y vertauscht. Die nächstfolgenden beiden Glie- 
der gehen aus diesen hervor, wenn man für die Indices 12 
respective setzt 12 0, und die beiden letzten Glieder aus den 
beiden vorhergehenden auf dieselbe Weise. Nachträglich hat 
man nur den Index ganz fortzulassen, überall wo er auftritt. 

Kehren wir unsere Aufgabe um, indem wir den Flächen- 
inhalt A und die Coordinaten x ] y l und x 2 y 2 der die Grundlinie 
begrenzenden Ecken des DVeiecks als gegeben betrachten, die 
Coordinaten xy der Spitze des Dreiecks aber suchen, so sehen 
wir, dass dieselben der Gleichung (3) genügen müssen. Da aber 
die Spitzen aller Dreiecke von gegebener Grundlinie und ge- 
gebenem Flächeninhalte in einer bestimmten, der Grundlinie des 
Dreiecks parallelen, Linie liegen, so wird man die Gleichung (3) 
für die Gleichung der genannten parallelen Linie zu nehmen 
haben. Denn keine von der parallelen Linie entfernte Spitze 
genügt den Bedingungen der umgekehrten Aufgabe. 

Die Gleichung (3) mit den variabeln Coordinaten xy lässt 
sich, wenn man unter «, 6, c constante Grössen versteht, auf die 
Form zurückführen: 

24 = ax + by + c. 

Es ist dieses die allgemeine Form der Gleichung einer ge- 
raden Linie, denn durch Veränderung der gegebenen Grössen in 
der umgekehrten Aufgabe kann man jede beliebige gerade Linie 
als den geometrischen Ort der Spitze des Dreiecks erhalten. 

Wir regen liier nur die umgekehrte Frage an, ob jene 
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10 Erste Vorlesung. 

Gleichung mit irgend welchen gegebenen reellen Coefficienten 
«, 6, c sich immer als eine gerade Linie geometrisch deuten 
lässt? In der nächstfolgenden Vorlesung werden wir die Frage 
wieder aufnehmen. 

Die Richtung einer geraden Linie ist gegeben durch den 
Winkel, den dieselbe mit einer der Coordinatenaxen bildet. Der 
Symmetrie wegen ziehen wir es jedoch vor, die Richtung einer 
geraden Linie durch die Winkel a und ß zu bezeichnen, welche 
dieselbe respective mit der positiven #Axe und yAxe bildet. 

Da die Summe der beiden Winkel immer einen Rechten 
beträgt, so hat man cosjS = sina und daher: 

(4) cos 2 cc + cos 2 ß = 1 

eine Gleichung, welche wir bei unserer Bezeichnung als sich von 
selbst verstehend zu nehmen haben. 

Da es sich nur um die Richtung der geraden Linie handelt, 
so können wir der Einfachheit wegen annehmen, dass die gerade 
Linie durch den Coordinatenanfangspunkt gehe. Schneiden wir 
auf dieser geraden Linie, vom Coordinatenanfangspunkt ausge- 
hend, ein Stück ab gleich der Einheit, so sind die Coordiaaten 
des zweiten, dieses Stück begrenzenden, Punktes cos cc und cos ß. 

Wenn wir zwei durch ihre Richtungen gegebene gerade 
Linien combiniren, wie in der ersten Aufgabe zwei Punkte, so 
können wir uns die analoge Aufgabe stellen: 

Den Winkel v zu bestimmen, den zwei gerade 
Linien einschliessen, deren Richtungen gegeben sind 
durch die Winkel cc ß und cc t ß it welche sie mit den 
Coordinatenaxen bilden. 

Wir nehnpi an, dass jede der beiden geraden Linien durch 
den Coordinatenanfangspunkt gehe. Wir schneiden vom Coordi- 
natenanfangspunkt auf jeder derselben ein Stück ab gleich der 
Einheit und verbinden die Endpunkte der abgeschnittenen Stücke 
durch eine gerade Linie. Dadurch entsteht ein gleichschenkliges 
Dreieck. Das Quadrat der ungleichen Seite drücken wir doppelt 
aus; ein Mal durch die zwei gleichen Seiten des Dreiecks und 
den eingeschlossenen Winkel nach der bekannten Formel der 
Trigonometrie: c 1 = a 2 + b 2 — 2ab cos C: 

2 — 2cosu, 
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das andere Mal durch die Coordinaten cos a, cos ß, und cos <*,, cos ß x 
der die ungleiche Seite begrenzenden Ecken des Dreiecks mit 
Hülfe der Gleichung (1) : 

(cos a — cos c^) 2 -f- (cos ß — cos ß { ) 2 . 
Setzen wir beide Ausdrücke einander gleich, so erhalten wir 
mit Rücksicht auf (4) 

(5) cos v = cos a cos a t + cos ß cos ß v 

Ob der Winkel v ein spitzer oder stumpfer sei, hängt ab 
von dem Vorzeichen des Ausdruckes für cos v. 

Wenn man den Sinus des Winkels v durch seinen Cosinus 
ausdrückt, so erhält man aus (5), abgesehen von dem Vor- 
zeichen, welches dem Sinus beizugeben ist: 

(6) sin v = cos a cos ß i — cos aj cos ß. 

Diese Gleichung ist ein specieller Fall der Gleichung (2J. 
Denn wenn das Dreieck A zwei von dem Coordinatenanfangs- 
pu»kt ausgehende gleiche Seiten hat, jede gleich der Längenein- 
heit, den Winkel v einschliessend, so wird 2 J = sin v, und die 
Coordinaten der beiden anderen Ecken des Dreiecks werden die 
Cosinus der Winkel, welche die gleichen Schenkel mit den Coor- 
dinatenaxen bilden. 



Zweite Vorlesung. 
Die gerade Linie. 



Wir haben in der vorigen Vorlesung in (3) die Gleichung 
einer geraden Linie gegeben. Diese Gleichung ist nichts anderes 
als der analytische Ausdruck für eine bestimmte charakteristische 
Eigenschaft eines variabeln Punktes p in der geraden Linie. 

Um dieses klar zu machen, ziehen wir eine begrenzte ge- 
rade Linie p, p 2 parallel der genannten, jedoch so, dass das 
Dreieck p p { p 2 mit der gegebenen Grundlinie p t p 2 einen ge- 
gebenen Flächeninhalt A hat. Wir bezeichnen die Coordinaten 
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der Ecken p /?, p 2 des Dreiecks mit x y , x { y { , # 2 y 2 . Alsdann 
stellt der rechte Theil der Gleichung (3) den doppelten Flächen- 
inhalt des Dreiecks dar mit der variabeln Spitze p und der ge- 
gebenen Grundlinie p { p 2 , und die Gleichung selbst sagt aus, 
der Flächeninhalt soll ein gegebener sein. Da aber Dreiecke von 
gleicher Grundlinie und gleichem Flächeninhalte auch gleiche 
Höhen haben, so drucken wir dasselbe, die Gleichung (3), nur 
auders aus, wenn wir sagen, der senkrechte Abstand des varia- 
beln Punktes p, der Spitze des Dreiecks, von der Grundlinie 
p x p 2 soll unverändert bleiben. Das ist aber gerade der Charak- 
ter aller Punkte p einer geraden Linie, dass ihre senkrechten 
Abstände von einer gegebenen anderen geraden Linie p x p 2 un- 
verändert bleiben. 

Sind die senkrechten Abstände sämmtlich gleich 0, so ist 
auch 2 4 gleich 0. Setz4 man daher in der betrachteten Glei- 
chung (3) 2A gleich 0, so hat man die Gleichung der geraden 
Linie, welche durch irgend zwei durch ihre Coordinaten x i y i 
und x 2 y 2 gegebene Punkte geht. 

Man braucht nur irgend eine charakteristische Eigenschaft 
des variabeln Punktes auf einer geraden Linie durch die Coor- 
dinaten des Punktes in Form einer Gleichung auszudrücken; die 
Gleichung wird immer die Gleichung der geraden Linie sein. 
Ein Beispiel soll dieses erläutern. 

Wenn man in einem beliebigen, aber festen Punkte einer 
geraden Linie zwei gleich grosse Lothe errichtet nach den ent- 
gegengesetzten Seiten der geraden Linie, so ist es eine charak- 
teristische Eigenschaft eines beliebigen Punktes p in der geraden 
Linie, dass die Entfernungen dieses Punktes von den Endpunkten 
q, q der Lothe einander gleich sind. Nimmt man die Coordinaten 
der Punkte q und q als gegeben an, drückt die Quadrate der 
Entfernungen des durch seine Coordinaten xy bestimmten Punk- 
tes p von den beiden Punkten q und q mit Hülfe von (1) aus 
und setzt diese Quadrate einander gleich, so wird man die Glei- 
chung der geraden Linie erhalten müssen, weil diese Gleichung 
eben der analytische Ausdruck für die genannte charakteristische 
Eigenschaft ist. 

Der Einfachheit wegen werden wir jedoch annehmen, dass 
der Punkt q der Coordinatenanfangspunkt sei. Alsdann erhält 
man den Punkt q y wenn man von dem Coordinatenanfangspunkt 
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ein Loth auf die gerade Linie fallt und dieses Loth noch um 
sich selbst verlängert. Der Endpunkt q dieser Verlängerung habe 
die Coordinaten a b. Drückt man nun jene charakteristische 
Eigenschaft {pq) 2 = (pq) 2 durch die Coordinaten der bezeich- 
neten Punkte aus, so erhält man die Gleichung der geraden Linie: 

(1) . . .' . . . x 2 +y 2 =(x-a) 2 + (y-b) 2 , 
die man auch zurückfuhren kann auf: 

(2) ax + by — £-+-? = 0. 

Man sieht hieraus, dass die Gleichung einer geraden Linie 
immer auf die Form zurückgeführt werden kann: 

(3) Ax + By + C = 0. 

Es drängt sich uns zunächst die schon in der vorhergehen- 
den Vorlesung angeregte Frage auf, ob jede Gleichung von der 
Form (3) eine gerade Linie repräsentirt, welche reellen Werthe 
auch die Coefficienten A, B, C hsrben. Wir werden diese Frage 
dadurch beantworten, dass wir die Gleichung (3) mit einem sol- 
chen Factor fi multipliciren , dass der linke Theil derselben in 
den linken Theil der Gleichung (2) übergeht. Da aber aus der 
Gleichung (2) die Gleichung (1) wieder hergestellt werden kann, 
so führen wir damit die mit dem Factor (i multiplicirte Gleichung 
(3) auf die Gleichung (1) zurück, deren geometrische Bedeutung 
von selbst einleuchtet. 

Da der linke, mit dem Factor (i multiplicirte, Theil der 
Gleichung (3) dem linken Theile der Gleichung (2) gleich sein 
soll, so hat man: 

(iA = a (iB = o (JiC = ~ — , • 

woraus sich die reellen Werthe von p, a, b ergeben: 

_ — 2C —2 CA — 2CB 

^ ~ A* + B* a A*+B* b ~ A*+B*' 

Die Gleichung (3) mit den willkürlichen Constanten A, 2?, C 
wird die allgemeine Form der Gleichung einer geraden 
Linie genannt zum Unterschiede von der nächstfolgenden, die 
in vielen Tällen grosse Vortheile bietet. 

Auf die eben angedeutete Form gelangt man, wenn man in 

(2) slatt der Coordinaten «, b des Punktes q die Winkel a. ß ein- 
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fuhrt, welche das von dem Coordinatenanfangspunkte auf die ge- 
rade Linie gefällte Loth mit den positiven Coordinatenaxen bil- 
det, und den senkrechten Abstand o* — die Länge des Lotlies — 
der geraden Linie von dem Coordinatenanfangspunkte. Zu diesem 
Zwecke bemerken wir, dass die Coordinaten des Punktes q und 
die Coordinatenaxen ein Rechteck begrenzen, dessen Diagonale 
.2 ö mit den Coordinatenaxen die Winkel a, ß bildet. Wir haben 
hiernach : 

a = 2 S cos et b = 2 d cos ß, 

und wenn wir diese Werthe von a und b in (2) einsetzen, er- 
halten wir mit Rücksicht auf (4) der ersten Vorlesung: 

(4) x cos et + y cos ß — 8 = 0. 

Diese Form der Gleichung wird die Normal form der 
Gleichung einer geraden Linie genannt. In ihr bedeuten 
a und ß die Winkel, welche das vom Coordinatenanfangspunkte 
auf die gerade Linie gefällte Loth mit den positiven Coordinaten- 
axen bildet, und 6 die Länge des Lothes, welche unter allen 
Umständen als eine positive Grösse genommen wird. 

Die Zusammenstellung der beiden Gleichungsformen für die 
gerade Linie führt auf die Aufgabe: 

Die gegebene Gleichung einer geraden Linie in 
der allgemeinen Form (3) soll zurückgeführt werden 
auf die Normalform (4), oder, was dasselbe ist, die 
Winkel et, ß sollen bestimmt werden, welche das vom 
Coordinatenanfangspunkt auf die gerade Linie ge- 
fällte Loth mit den Coordinatenaxen bildet, und die 
Länge 8 des Lothes. 

Wenn* (3) und (4) die Gleichungen derselben geraden Linie 
sind, so können sie sich nur durch einen Factor unterscheiden. 
Multiplicirt man daher die Gleichung (3) mit einem Factor (i, so 
wird sich derselbe so bestimmen lassen, dass die Gleichungen 
(3) und (4) Glied für Glied mit einander übereinstimmen. 

Man hat daher: 

fiA = cos et fiB = cos ß (iC = — 6. 

Aus diesen drei Gleichungen kann man mit Zuziehung der 
Gleichung cos 2 u + cos 2 ß s= 1 die vier Unbekannten a, ß, <S, p 
berechnen, wodurch man erhält: 
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(5) 



cos et = 

cos ß = 

ö = 



B 

± K^ 2 + ä* 
— c 

±Vä*~+~b* 

— l 
+y^2 _|_ ^ 



Was das doppelte Vorzeichen der Quadratwurzel f/^ 2 + i? 2 
betrifft, so hat man in allen diesen Formeln das entgegengesetzte 
Vorzeichen von C zu nehmen, damit 6 wirklich positiv wird. 

Wir machen hier besonders noch auf den Factor u. =• , - 

r ±Ya* + b* 

aufmerksam, durch welchea die allgemeine Form der Gleichung 
einer geraden Linie zurückgeführt wird auf die Normalform. 

Obwohl wir zwei Gleichungsformen der geraden Linie her- 
vorgehoben haben, die allgemeine (3) und die specielle (4), so 
werden wir, wenn wir die specielle Form für die Lösung unse- 
rer Aufgaben geeigneter erachten, was oft der Fall sein wird, 
nicht nöthig haben, die Aufgaben besonders noch für die allge- 
meine Form zu lösen. Die Formeln (5) vermitteln immer den 
Uebergang von der speciellen Form (4) zur allgemeinen (3). 

Die Gleichung einer geraden Linie zu bestimmen, 
welche einer gegebenen (4) parallel ist und von dem 
Coordinatenanfangspunkt nach entgegengesetzter 
Richtung denselben Abstand hat. 

Man sieht ohne Mühe, dass: 

x cos et + y cos ß + d = 
die Gleichung der geraden Linie sein muss. Aber diese Form 
ist nicht die Normalform der Gleichung; ihr ganz constantes 
Glied müsste negativ sein. 

Wir führen diese Gleichung durch Multiplication mit dem 
Factor (i = — 1 aus (5) auf die Normalform zurück, welche sich 
dann so darstellt: 

x cos (2JB + a) + y cos (2Ä + ß) — 6 = 0. 

Will man nachweisen, dass ein durch seine Coordinaten ge- 
gebener Punkt in einer durch ihre Gleichung gegebenen geraden 
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Linie liegt, so braucht man nur in die Gleichung die Goordinaten 
des gegebenen Punktes für die Variabein zu setzen. Wird der 
Gleichung dadurch genügt, so ist das ein Beweis, dass der Punkt 
in der geraden Linie liegt*). Wird der Gleichung nicht genügt, 
so liegt der Punkt nicht in der geraden Linie, der Abstand des 
Punktes von der geraden Linie hat vielmehr einen von ver- 
schiedenen Werth. Diese Bemerkung giebt Veranlassung zu der 
Aufgabe : 

Den senkrechten Abstand A eines durch seine 
Coordinaten X, Y gegebenen Punktes P von einer 
durch ihre Gleichung in der Normalform (4) gegebe- 
nen geraden Linie zu bestimmen. 

Da der senkrechte Abstand des Doordinatenanfangspunktes 6 
von der gegebenen geraden Linie unter allen Umständen eine 



*) Das angegebene Kriterium, dass ein Punkt in einer geraden 
Linie Hege, dient zur directen Auflösung der Aufgabe: 

Die Gleichung der geraden Linie zu bestimmen, welche 

durch irgend zwei durch ihre Coordinaten x t y i und x 2 y 2 

gegebenen Punkte geht, 
deren Lösung sich aus den am Anfange der Vorlesung angestellten all- 
gemeinen Betrachtungen nebenbei ergab. 

Die Gleichung der gesuchten geraden Linie hat nämlich die Form : 
Ax + By + C = 0. 

In ihr haben die Verhältnisse der drei Coefficienten A, B, C ganz 
bestimmte Werthe, die gegeben sind v durch die Bedingungen: 

^*i + Byt + C = 
Ax 2 + By % + C = 0. 

Drückt man nun die Verhältnisse der drei Coefficienten durch Auf- 
lösung der beiden letzten Gleichungen aus, und setzt dieselben in die 
erste Gleichung, so erhält man gerade die Gleichung: 

2J = 0, 
wenn man unter 2d den in (3) der ersten Vorlesung gegebenen Aus- 
druck versteht. 

Wir können daher sagen, die gesuchte Gleichung 2z/ = der ge- 
raden Linie sei das Resultat der Elimination der Unbekannten A, B, C 
aus den drei ersten Gleichungen. 

Die Aufgabe ist hierdurch zwar gelöset, aber die Auflösung giebt 
nicht die geometrische Bedeutung des Ausdruckes 24, wie in der ersten 
Vorlesung, wenn der variable Punkt xy und die beiden gegebenen 
Punkte o?t y { und x 2 y 2 nicht in einer und derselben geraden Linie liegen. 
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positive Grösse ist, so wird der senkrechte Abstand A des ge- 
gebenen Punktes P von der gegebenen geraden Linie positiv 
oder negativ sein, je nachdem dieser Punkt mit dem Coordinaten- 
anfangspunkte auf derselben Seite der geraden Linie liegt, oder 
auf der entgegengesetzten. Um nun ein positives A im Auge zu 
haben, werden wir annehmen, der gegebene Punkt P liege mit 
dem Coordinatenanfangspunkte auf derselben Seite der durch 
ihre Gleichung: 

x cos et + ycös|8 — <$ = o 
gegebenen geraden Linie. 

Ziehen wir eine zweite parallele gerade Linie durch den 
gegebenen Punkt P, so muss ihre Gleichung sein 

x cos cc + y cos ß — <T = 0, 
wenn ö' den senkrechten Abstand der geraden Linie von dem 
Coordinatenanfangspunkt bedeutet. Da der Punkt P aber auf die- 
ser letzteren geraden Linie liegt, so hat man: 

X cos cc + Y cos ß — d' = 0. 

Da ferner ist: - , 

.A = 6 — <r, 

so erhält man, wvnn man den Werth von d' aus der vorher- 
gehenden Gleichung in diese setzt: 

— A = X cos cc + Y cos ß — ö. 

Für den späteren Gebrauch ist es nützlich, dieses Resultat 
als eine Regel darzustellen, welcher wir folgenden Ausdruck 
-geben : 

(6) . . . Wenn man den linken Theil einer in der Nor- 
malform (4) gegebenen Gleichung einer geraden Linie 
von ihrem rechten Theile, der = ist, trennt, so 
drückt derselbe den negativen senkrechten Abstand 
aus des durch die Coordinaten x, y gegebenen Punktes 
von der geraden Linie. 

Figuren, welche aus mehren geraden Linien zusammengesetzt 
sind, werden durch eben so viele Gleichungen von der Form (3) 
oder (4) analytisch dargestellt. Um diese Gleichungen nicht 
jedes Mal ausführlich hinzuschreiben, führen wir die Symbole 
U und A ein für die Ausdrücke: 

Hesse, Analyt. Geometr. «1. Ebono. 1. *£ 
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(7) U = Ax + By + C 

(8) A ~ x cos et + y cos ß — 6 

Wir werden ferner mit U U { . . . und mit A A Y . . . andere 
Ausdrucke bezeichnen von denselben Formen als respective U 
und A, aber mit veränderten Werthen der Coefficienten. 

Dadurch verschaffen wir uns das Mittel, irgend ein System 
von beliebig vielen geraden Linien analytisch leicht darzustellen 
in der allgemeinen Form: 

U = U x = ... 
oder in der Normalform: 

A {) = A v = . . . 

Von dieser Bezeichnung werden wir Gebrauch machen, um 
mit Hülfe der Regel (6) den geometrischen Ort eines Punktes p 
zu bestimmen, der von zwei durch ihre Gleichungen in der 
Normalform : 

(9) A = und A t — 

gegebenen geraden Linien gleich weit absteht. 

Liegt der Punkt p, dessen Coordinaten seien x, y, in dem 
von den beiden gegebenen geraden Linien gebildeten Winkel, in 
welchem auch der Coordinatenanfangspunkt liegt, so sind die 
senkrechten Abstände des Punktes von den beiden geraden Linien 
— A und — A { ; liegt der Punkt p aber in dem Scheitelwinkel, 
so sind sie + A und + A v 

In dem einen, wie in dem anderen Falle, erhalten wir die 
Gleichung: 

(10) A - A x = 

als Bedingung, dass die senkrechten Abstände einander gleich 
seien. 

Es ist dieses offenbar die Gleichung einer geraden Linie. 
Die gerade Linie selbst ist der geometrische Ort des Punktes p. 
Nun weiss man aber, dass der geometrische Ort des Punktes p 
die Halbirungslinie ist des von den beiden gegebenen geraden 
Linien gebildeten Winkels. Daraus muss man schliessen, dass die 
Gleichung (10) die Halbirungslinie des Winkels darstellt, den die 
beiden geraden Linien (9) einschliessen. Da aber zwei unbegrenzte 
gerade Linien zwei Winkel bilden, so muss man, um jede Zwei- 
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deutigkeit zu beseitigen, mit Rucksicht auf das Vorhergehende 
noch hinzufügen; dass der Winkel gemeint sei, in weichem der 
Coordinatenanfangspunkt liegt, oder sein Scheitelwinkel. 

Liegt der Punkt p in einem der Nebenwinkel, so können 
die senkrechten Abstände dieses Punktes von den beiden gegebe- 
nen geraden Linien zwar auch einander gleich sein, sie haben 
aber entgegengesetzte Vorzeichen. Sucht man nun den geome- 
trischen Ort des Punktes p, dessen senkrechte Abstände von den 
beiden gegebenen geraden Linien gleich, aber von entgegen- 
gesetzten Vorzeichen sind, so drückt sich diese Bedingung durch 
die Gleichung aus: 

(11) A + A x = 0. 

Es ist dieses die Gleichung der, die Nebenwinkel halbiren- 
den, geraden Linie. 

Wir fassen die Resultate unserer Untersuchung kurz zusam- 
men, wenn wir sagen: 

(12) . . . Wenn A = und A\ = die Gleichungen 
zweier gegebenen geraden Linien in der Normalform 
sind, so sind A — A t = und A + A x = die Glei- 
chungen der geraden Linien, welche die Winkel hal- 
biren, die die gegebenen geraden Linien miteinander 
bilden. 

Wir wollen auch über dieses so einfache Resultat nicht fort- 
gehen, ohne daran eine Bemerkung zu knüpfen, welche auf wei- 
tere Fragen führt. 

Die geraden Linien (10) und (11) gehen durch den Schnitt- 
punkt der gegebenen beiden geraden Linien. Ihre Gleichungen 
sind linear zusammengesetzt aus den Gleichungen der gegebenen 
geraden Linien. Hiernach kann man fragen, ob jede Gleichung, 
die in linearer Weise zusammengesetzt ist aus den Gleichungen 
zweier geraden Linien, eine gerade Linie repräsentirt, welche 
durch den Schnittpunkt jener geht? 

Um diese Frage zu beantworten, nehmen wir die allgemeine 
Form der Gleichungen zweier geraden Linien: 

u = U s = 

2* 
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und combiniren aus ihnen in linearer Weise die Gleichung einer 
dritten geraden Linie: 

X U + X t U t = 0. 

Ob diese gerade Linie durch den Schnittpunkt der beiden 
ersten geht, erfahren wir, wenn wir die Coordinaten x und y 
aus den beiden ersten Gleichungen berechnen und ihre Werthe 
in die dritte Gleichung setzen. Wird dieser Gleichung dadurch 
genügt, so ist das ein Beweis, dass die dritte gerade Linie durch 
den Schnittpunkt der beiden ersten geht. Die drei geraden 
Linien schneiden sich dann in einem und demselben Punkte. 
Eine einfache Betrachtung wird aber zeigen, dass es der ange- 
deuteten Berechnung gar nicht bedarf. 

Denken wir uns die Werthe der Coordinaten aus den beiden 
ersten Gleichungen berechnet und 'setzen diese Werthe in U und 
U t ein, so müssen diese Ausdrücke einzeln verschwinden (zu 
werden). Denn dieses ist ja die Probe für die Richtigkeit der 
Rechnung. Setzt man nun dieselben Werthe in die dritte Glei- 
chung, so verschwinden die einzelnen Glieder links vom Gleich- 
heitszeichen. Es wird der Gleichung dadurch genügt. Demnach 
schneiden sich die durch die drei Gleichungen analytisch darge- 
stellten geraden Linien in einem und demselben Punkte. Wir 
drücken dieses anders aus, wenn wir sagen: 

(13) . . . Wenn zwischen den Gleichungen , von drei 
geraden Linien U=0 ü t =0 U 2 = die Identität ob- 
waltet: 

XU + X x ü x + X 2 U 2 = 0, 

so schneiden sich die drei geraden Linien in einem 
und demselben Punkte. 

Die genannte identische Gleichung sagt nämlich nichts an- 
deres aus, als dass unter dem Ausdruck — X 2 ü 2 der Ausdruck 
XU + X t U t verstanden werden soll. 

Man kann aber auch den Satz umkehren: 

(14) . . . Wenn U=0 ^=0 *7 2 = die Gleichungen 
von drei geraden Linien sind, welche sich in einem 
und demselben Punkte schneiden, so kann man immer 
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drei Factoren X, X i9 X 2 so bestimmen, dass man iden- 
tisch hat: 

l ü + X t U t + X 2 U 2 — 

Nach dem vorhergehenden Satze (13) ist XU + Aj U x = 
die Gleichung einer geraden Linie, welche durch den gemein- 
samen Schnittpunkt der genannten drei geraden Linien geht. Da 
diese Gleichung noch die willkürlichen Constanten A, X x enthält, 
so kann man letztere so bestimmen, dass jene gerade Linie durch 
einen gegebenen Punkt der geraden Linie U 2 = geht. Denn 
diese verlangt nur, dass einer ßedingungsgleichung genügt werde. 
Damit fallen aber die beiden geraden Linien X U + X x U t = 
und ü 2 = zusammen, was eben jene identische Gleichung ana- 
lytisch ausdrückt. 

Um gleich eine Anwendung der vorausgegangenen Principien 
zu machen, betrachten wir ein Dreieck, dessen Seiten 0, 1, 2 
gegeben seien durch ihre Gleichungen in der Normalform: 
^=0, A t i=0, A 2 = 0. 

Wenn wir annehmen, dass der Coordinatenanfangspunkt 
innerhalb des Dreiecks liegt, so sind die Gleichungen der Hal- 
birungslinien der Winkel des Dreiecks: 

^-^ 2 =30 A 2 — Aq = Aq — A x s=s 0. 

Da die Summe der linken Theile dieser drei Gleichungen 
identisch gleich ist, also: 

(4 - 4) + (4 - 4) + (4 - 4) = o, 

so haben wir durch diese Bemerkung nach (13) den Satz be- 
wiesen : 

Die Haibirungslinien der Winkel eines Dreiecks 
schneiden sich in einem und demselben Punkte*). 



*) An den Beweis des bezeichneten geometrischen Satzes wollen 
wir eine Bemerkung knüpfen. Derselbe wurde gefuhrt mit sehr ein- 
fachen, in dieser Vorlesung entwickelten Hülfsmitteln. Aber auch ohne 
diese Hülfsmittel lässt sich der Beweis des Satzes, so wie jedes ande- 
ren geometrischen Satzes, mit den allgemeinen Principien der analy- 
tischen Geometrie führen, freilich nicht ohne Rechnung. 

Ohne jene Hülfsmittel hätte man aus den durch ihre Gleichungen 
gegebenen Seiten des Dreiecks die Coordinaten der Ecken zu berech- 



Digitized by VjOOQ IC 



22 Zweite Vorlesung. 

Dieser Punkt ist bekanntlich der Mittelpunkt des dem Drei- 
ecke einbeschriebenen Kreises. 

Nach (12) hat man die Gleichungen der, die Aussen winkel 
des Dreiecks halbirenden, geraden Linien : 

A x + A 2 = A 2 + A = 4, + A { = 0. 

Combiniren wir diese mit den schon angegebenen Gleichun- 
gen der, die inneren Winkel des Dreiecks halbirenden, geraden 
Linien, so ergeben sich noch folgende identische Gleichungen: 



nen. Man hätte ferner die Constanten in den Gleichungen von drei 
geraden Linien so zu bestimmen, dass erstens jede derselben durch 
eine Ecke des Dreiecks geht und zweitens, mit Anwendung von (5) der 
ersten Vorlesung, dass jede derselben den Winkel des Dreiecks hal- 
birt, den sie theilt. Wenn die Gleichungen der Seiten des Dreiecks in 
der Normalform gegeben wären, so würde es sich zeigen, dass die 
Gleichungen der Halbirungslinien der Winkel des Dreiecks die Diffe- 
renzen der Gleichungen der Seiten sind. Aus zwei von diesen Glei- 
chungen hätte man endlich die Coordinaten des Schnittpunktes zu be- 
rechnen und sie in die dritte Gleichung einzusetzen. Dann würde man 
sehen, dass die dritte Gleichung erfüllt wird, was eben den Satz be- 
weiset. Würde sie nicht erfüllt, so würde das ein Beweis sein, dass 
der Satz nicht zutrifft. 

In dieser Weise kann man für jeden geometrischen Satz einen 
analytischen Beweis geben. Man braucht aber nur einmal solche 
Rechnungen mit den allgemeinen Principien durchzuführen, um die Lust 
an weiteren Versuchen zu verlieren. 

Die allgemeinen Principien bezeichnen allerdings den Weg, den 
man einschlagen kann, um zum gewünschten Resultate zu gelangen, 
nicht den einfacheren Weg, den man in einem gegebenen Falle wäh- 
len soll. 

Die mechanischen Arbeiten, welche die allgemeinen Principien ver- 
langen, sind um so grösser, je ausgedehnter die Theorie, je grösser der 
Kreis der Aufgaben ist, den sie umfasst. Mit der Vervollkommnung 
der Wissenschaft wird die Theorie derselben endlich so weit umfassend 
und die mechanischen Arbeiten, welche sie verlangt, werden so aus- 
gedehnt, dass man sich genöthiget sieht, innerhalb der allgemeinen 
Theorie specielle Theorien wiederherzustellen, welche kleinere Kreise 
von Aufgaben mit entsprechender* Leichtigkeit lösen. 

Die speciellen Theorien der analytischen Geometrie sind es aber, 
welchen diese Vorlesungen gewidmet sind. Die allgemeine Theorie hat 
man in der Differential- und Integral - Rechnung als deren Anwendung 
auf die Geometrie zu suchen. , „ 
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• (A 2 + A {) ) - K + A x ) + (A t -A 2 )-0 
(4, + A x ) - [A { + A 2 ) + (A 2 -A»)7-0 
(A t + A 2 ) - (A 2 + A») + (A - A x ) = 0. 

Jede dieser Gleichungen druckt nach (13) einen geometri- 
schen Satz aus. Wir können aber alle diese Sätze in dem einen 
Satze zusammenfassen: 

Die Halbirungslinien zweier äusseren und des 
dritten inneren Winkeis eines Dreiecks schneiden 
sich in einem und demselben Punkte. 

Dieser Punkt ist bekanntlich der Mittelpunkt des, die Seiten 
des Dreiecks ausserhalb berührenden, Kreises. Man hat drei sol- 
cher Kreise. 

Weitere geometrische Sätze ergeben sich aus der Betrach- 
tung der Gleichungen von geraden Linien: 
4, + A l + A 2 = 
— 4 + A t + A 2 = 
4 — A x + A 2 = 
A + A x - A 2 = 0, 

wenn man ihre Zusammensetzung aus den vorhergehenden Glei- 
chungen in Betracht zieht. 

Die erste Gleichung ist nämlich linear zusammengesetzt aus 
den Gleichungspaaren 4 = 0, A { + A 2 = 0, aus A x = 0, 
A 2 + Aqz=iO und aus A 2 = 0, A i) + A v = 0. Die durch die 
erste Gleichung dargestellte gerade Linie geht also nach (13) 
durch die drei Schnittpunkte der durch jene Gleichungspaare 
dargestellten Linienpaare. Wir drücken dieses durch folgenden 
Satz aus: 

Wenn man in einem Dreieck die Aussenwinkel 
halbirt, so schneiden die Halbirungslinien die gegen- 
überliegenden Seiten des Dreiecks in drei Punkten, 
welche in einer geraden Linie liegen. 

Aus den drei letzten Gleichungen kann man auf dieselbe 
Weise den Satz ablesen: 

Die Halbirungslinien zweier innerer Winkel und 
des dritten Aussenwinkels eines Dreiecks schneiden 
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die gegenüberliegenden Seiten des Dreiecks in drei 
Punkten, welche in einer geraden Linie liegen. 

Fig. 4. 




Vorstehende Figur dient zur Erläuterung des letzten Satzes, 
die geraden Linien in . derselben sind mit Weglassung der Sym- 
bole nur mit den ihnen entsprechenden In die es bezeichnet. 

Um schliesslich noch eine Anwendung zu machen von dem 
Satze (14), behandeln wir die Aufgabe: 

Wenn die Gleichungen von drei geraden Linien 
0, 1, 2 in der Normalform A^ = 0, A x = 0, A 2 = ge- 
geben sind, so soll die GJeichung der geraden Linie 
gefunden werden, welche senkrecht steht auf der 
ersten geraden Linie und durch den Schnittpunkt der 
beiden anderen geht. 

Die Gleichung der geraden Linie, welche durch den Schnitt- 
punkt der geraden Linien A x = und A 2 = geht, kann nach 
dem angegebenen Satze nur die Form haben: 
l x A x + X 2 A 2 = 0. 
Das Loth der durch diese Gleichung dargestellten geraden 
Linie bildet mit den Coordinatenaxen Winkel, deren Cosinus sich 
verhalten wie: 

(X l cosce i -f- l 2 cos<x 2 ) *: (X x cosj5 t + l 2 cosß 2 ). 
Das Loth der geraden Linie A = bildet mit den Coor- 
dinatenaxen Winkel, deren Cosinus sind: 
cosa : cosß . 
Da die beiden Lolhe aber einen rechten Winkel einschliessen 
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sollen, dessen Cosinus gleich ist, so haben wir nach (5) der 
ersten Vorlesung: 
= cosa (A x cosc^ + X 2 cosa 2 ) + cosß (A t cosß t + A 2 cos(3 2 ). 

Wenn wir nun mit « t und a 2 die Winkel bezeichnen, welche 
die gerade Linie mit den beiden anderen 1 und 2 bildet — 
welches zugleich die Winkel sind, die ihre Lothe mit einander 
bilden — so lässt sich die angegebene Gleichung mit "Berück- 
sichtigung von (5) der ersten Vorlesung kürzer so ausdrücken: 
k 1 cosa i + A 2 cos « 2 = 0. 

Setzen wir das durch diese Gleichung bestimmte Verhältniss 
der Constanten A 1 und l 2 in die erste Gleichung ein, so erhalten 
wir die Gleichung der gesuchten geraden Linie: 



A t cos a 



t — A 2 cos a 2 t= 0. 



Einfacher lässt sich dieses Resultat aus der Figur selbst ab- 
lesen. Denn nehmen wir auf der gesuchten geraden Linie einen 
beliebigen Punkt p mit den Coordinaten #, y, dessen Entfernung 
von dem Schnittpunkte der beiden geraden Linien 1 und 2 wir 
mit r bezeichnen, so sind — A x und — A 2 die senkrechten Abstände 
dieses Punktes p von den beiden geraden Linien, die sich in der 
Figur auch so ausdrücken lassen: 

— A t = rcosa 2 — A 2 • T=z rc °s#], 
woraus durch Elimination von r dasselbe Resultat hervorgeht. 

Die gegebenen drei geraden Linien bilden ein Dreieck. 
Wenn wir die den Seiten 0, 1, 2 des Dreiecks gegenüberliegen- 



Fig. ö. 



den Winkel mit « , a x , a 2 bezeichnen, so 
sind die Gleichungen der von den Ecken 
des Dreiecks auf die gegenüberliegenden 
Seiten gefällten Perpendikel: 

A i cos a t — A 2 cos a 2 = 

A 2 cos a 2 — Aq cos a = 

A cos a — A t cos a x = 0. 
Da die Summe dieser drei Gleichun- 
gen identisch ist, so haben wir nach 
(13) den Satz bewiesen: 

Die drei Perpendikel, welche von den Ecken eines 
Dreiecks auf die gegenüberliegenden Seiten gefällt 
sind, schneiden sich in einem und demselben Punkte. 
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Dritte Vorlesung. 
Harmonische Linien. Linien der Involution. 



Wir, haben in der vorhergehenden Vorlesung unter Anderem 
den geometrischen Ort (10) eines Punktes p bestimmt, dessen 
senkrechte Abstände von zwei gegebenen geraden Linien (9) ein- 
ander gleich sind. Die hierdurch gelösete Aufgabe erweitern wir, 
wenn wir den geometrischen Ort eines Punktes p suchen, dessen 
senkrechte Abstände von zwei gegebenen geraden Linien und 1 
sich wie zwei gegebene Grössen a ö und a t verhalten. 

Wenn: 

(l) 4> = o, 4=o 

die Gleichungen der gegebenen geraden Linien in der Normal- 
form und #, y die Coordinaten des Punktes p sind, so finden wir 
auf dem in der vorhergehenden Vorlesung angedeuteten Wege 
den gesuchten geometrischen Ort durch die Gleichung aus- 
gedrückt : 

(2) ^ — 4- = 0. 

Es ist dieses die Gleichung einer geraden Linie, welche 
durch den Schnittpunkt der gegebenen geraden Linien geht, und 
wenn wir unter a und a { positive Grössen verstehen, so theilt 
die gerade Linie (2) den von den gegebenen geraden Linien ein- 
geschlossenen Winkel, in welchem der Coordinatenanfangspunkt 
liegt. 

Wir bringen diese Gleichung, indem wir setzen l = — 
auf die Form: 
(3) 4, — U ± = 

und bemerken, dass, wenn X negativ wird, die gerade Linie den 
von den gegebenen beiden geraden Linien eingeschlossenen 
Winkel theilt, in welchem der Coordinatenanfangspunkt nicht liegt 
Diese Gleichung mit dem unbestimmten Factor l stellt jede 
beliebige gerade Linie dar, welche durch den Schnittpunkt der 
beiden gegebenen geht. Denn man kann den Factor A immer so 
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bestimmen, dass die gerade Linie durch noch einen gegebenen 
Punkt geht. Ist der Factor X positiv, so theflt die gerade Linie 
den von den gegebenen geraden Linien eingeschlossenen Winkel, 
in welchem der Coordinatenanfangspunkt liegt; ist er negativ, so 
theilt sie den Nebenwinkel. Die Grenzwerthe von A = und = oo 
entsprechen den gegebenen geraden Linien. 

Die durch die Gleichung (3) dargestellte gerade Linie 2 bil- 
det mit den gegebenen und 1 die Winkel (20) und (21). Da 
die Sinus dieser Winkel sich verhalten wie die gegebenen 
Grössen a und a x , so können wir die geometrische Bedeutung 
des Factors A'auch durch die Gleichung ausdrücken: 

(4) ■ A — sin (20) 

W — sin (21)* 

Eine beliebige andere, ebenfalls durch den Schnittpunkt der 
gegebenen geraden Linien und 1 gehende gerade Linie 3 hat 
zur Gleichung: 

(5) 4> - n4 = o. 

Das Verhältniss: 

„,. _X sin (20) # sin (30) 

^ ^ sin (21) : sin (31) 

zwischen den Sinus der von den Linienpaaren 0, 1 und 2, 3 
eingeschlossenen Winkel nennt man das an harmonische Ver- 
hältniss des Linienpaares 2, 3 zu dem Linienpaare 0, 1. 

Wenn die Gleichungen (1) nicht die Normalform hätten, so 
wurde die geometrische Bedeutung von A in der Gleichung (3) 
nicht durch die Gleichung (4) ausgedrückt werden können. Es 
drängt sich daher die Frage auf nach dem anharmonischen Ver- 
hältnisse zweier Linienpaare, deren Gleichungen in der Form ge- 
geben sind: 

(7).. F = V l =0 V — lV 1 =O V — mF 1 = 0. 

Da die allgemeinen Formen V und V x durch Factoren 
H und f*! sich immer auf die Normalformen A und A x zurück- 
führen lassen, so hat man V {i = — A u und V* = — A*. Setzt 

Po ° 1 Pi 1 

man diese Werthe von F und V x in die angegebenen Gleichun- 
gen (7), so gehen sie über in Gleichungen von der vorhergehen- 
den Form: 
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r*i r*J 

woraus sich das anharmonische Verhältniss: 

(8) . . . : i 

der beiden Linienpaare (7) ergiebt. 

Fassen wir die Frage nach dem anharmonischen Verhältnisse 
noch allgemeiner, so kommen wir auf die Aufgabe: 

Gegeben sind die Gleichungen von vier geraden 
Linien,- die sich in einem und demselben Punkte 
schneiden, in der Form: 

(9) Di — M7i=0 ff — fiffjssO ffo — l^jcsO Do-ftffissQ» 

das anharmonische Verhältniss des letzten Linien- 
paares zu dem ersten zu bestimmen. 

Wir führen die Aufgabe auf die vorhergehende Frage zu- 
rück, wenn wir mit V und V x die Ausdrücke bezeichnen: 
U — XU X = V 0J ü — - (iü t = F n diese beiden Gleichungen 
nach U und U { auflösen und ihre Werthe in die Gleichungen (9) 
setzen. Denn dadurch nehmen die Gleichungen (9) die Form 
der Gleichungen (7) an, und das gesuchte anharmonische Ver- 
hältniss — wird, wenn wir die Werthe von l und m berechnen: 
m 

(10) ^J- 1 : ±=* 

Das anharmonische Verhältniss wird zu einem harmoni- 
schen Verhältniss, wenn es den Werth — • 1 annimmt. In 
diesem Falle werden jene, von einem und demselben Punkte aus- 
gehenden, geraden Linien harmonische Linienpaare genannt. 

Es stellen hiernach mit Rücksicht auf das anharmonische 
Verhältniss (8) der Linienpaare (7) die Gleichungen: 

(11).. V =0 V,=0 P — AF 1= Fo + AP^O 

irgend zwei harmonische Linienpaare dar. Oder allgemeiner 
stellen die Gleichungen (9) zwei harmonische Linienpaare dar, 
wenn das anharmonische Verhältniss (10) den Werth annimmt 
— 1, das heisst unter der Bedingung: 

Ani + *=Jh = o, 

ti — A 1 (*>— Pt 
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welcher Bedingungsgleichung man auch die Form geben kann: 

(12) l(i - * (X + p) (l t + H ) + i lfh = 0. 

Die geometrische Bedingung für zwei harmonische Linien- 
paare entnehmen wir aus (6): 

r\a\ sin f 20) sin (30) _ n 

[ ° } sin (21) - 1 " sin (31) ~ U * 

Um eine Vorstellung zu bekommen von der Lage zweier 
harmonischen Linienpaare, muss man die Bedingungsgleichung (13) 
discutiren. Sie lässt erkennen, dass von zwei harmonischen 
Linienpaaren drei durch einen und denselben Punkt gehende 
Linien beliebig angenommen- werden können, dass durch sie aber 
die vierte harmonische Linie bestimmt ist. 

Wir werden nun das Linienpaar 0, 1 als fest betrachten, 
die Linie 2 um den Schnittpunkt der festen Linien drehen und 
die Lage der vierten harmonischen Linie 3 erforschen. 

Von dem harmonischen Linienpaare 2, 3 theilt die eine Linie 
den einen von den festen Linien 0, 1 gebildeten Winkel, die an- 
dere den Nebenwinkel. Im anderen Falle wurden die beiden 
Glieder der Gleichung (13) gleiche Vorzeichen haben, und ihre 
Summe könnte nicht sein. Halbirt die Linie 2 den von den 
festen geraden Linien gebildeten Winkel, so halbirt die Linie 3 
den Nebenwinkel. Denn unter dieser Voraussetzung wird jedes 
Glied der Gleichung (13) abgesehen vom Vorzeichen gleich der 
Einheit. Drehen wir von dieser Halbirungslage aus die Linie 2 
so, dass sie sich der Linie nähert, so wird das erste Glied in 
(13) kleiner als die Einheit. Da der absolute Werth des zweiten 
Gliedes auch kleiner werden muss als die Einheit, so ist das ein 
Zeichen, dass auch die Linie 3 sich der Linie 1 nähert. Im 
Grenzfalle, wenn die Linie 2 mit zusammenfällt, wird das erste 
Glied verschwinden. Damit auch das zweite Glied verschwinde, 
ist es nothwendig, dass auch die Linie 3 mit der Linie zu- 
sammenfällt. Ebenso wird man erkennen, dass, wenn die Linie 2 
aus der Halbirungslage so gedreht wird, dass sie sich der Linie X 
nähert, sich die Linie 3 derselben Linie 1 nähern muss, und 
dass im Grenzfalle die drei Linien 1, 2, 3 zusammenfallen. 

Da durch ein gegebenes Linienpaar das ihm zugeordnete 
harmonische Linienpaar nicht vollständig bestimmt ist, so werden 
zwei gegebene, von demselben Punkte ausgehende, LinienpaaVe 
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erforderlich sein, um das zugeordnete harmonische Linienpaar zu 
bestimmen; was die Auflösung der folgenden Aufgabe bestäti- 
gen wird. 

Dasjenige Linienpaar zu bestimmen, welches har- 
monisch ist zu zwei Paar gegebener geraden Linien, 
welche sich in einem und demselben Punkte schneiden. 

Es seien die Gleichungen der beiden gegebenen Linienpaare: 
U {) — X ü t = U Q - X x ü t = 
^o-^o^i = 00-^ = 
und die Gleichungen des gesuchten Linienpaares: 

ü — Xü t = 

Dieses letztere ist harmonisch zu jedem der gegebenen Linien- 
paare unter den aus (12) hergenommenen Bedingungen: 

*f* — i ( x + f*) (*o + N) + KN = 

Ip — i & + fO (*i + f*i) + *i f*i = 0. 

Da in diese Gleichungen das Produkt Ap und die Summe 

X + (i der Unbekannten in linearer Weise eingehen, so kann 

man ihre Werthe unzweideutig berechnen. Sie seien ^^ft, 

X + fi = a. Alsdann ist bekanntlich : 

z 2 — az + fc = 
eine quadratische Gleichung, deren Wurzeln die gesuchten Grössen 
X und fi sind. Daraus folgt der Satz: 

(14) ... Es giebt immer nur ein bestimmtes Linien- 
paar, welches harmonisch ist zu zwei gegebenen 
Linienpaaren, die von einem und demselben Punkte 
ausgehen. 

Dieses Linienpaar ist reell oder imaginär, je nachdem die 
Wurzeln der erwähnten quadratischen Gleichung reell oder ima- 
ginär sind. 

Drei Paare Linien, welche von einem und demselben Punkte 
ausgehen, bilden eine Involution, wenn ein viertes Linienpaar 
gefunden werden kann, welches harmonisch ist zu jedem der 
drei Linienpaare. 

Zwei gegebene Linienpaare, die von einem und demselben 
Punkte ausgehen, bestimmen, wie man gesehen hat, dasjenige 
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Linienpaar, welches harmonisch ist zu jedem der gegebenen 
Linienpaare. Ein drittes, zu dem letzteren harmonisches, Linien- 
paar wird also mit den beiden gegebenen eine Involution bilden. 
Da aber von diesem dritten Linienpaare eine Linie beliebig durch 
den gemeinsamen Schnittpunkt aller gelegt werden kann, wodurch 
erst die andere bestimmt ist, so sieht man, dass von drei Linien- 
paaren der Involution fünf durch einen und denselben Punkt 
gehende Linien beliebig gewählt werden können, dass die sechste 
aber durch sie bestimmt ist. 

Zwischen drei Paaren Linien, welche sich in einem und 
demselben Punkte schneiden, wird daher eine Bedingungsgleichung 
stattfinden müssen, wenn die Linienpaare eine Involution bilden. 

Es sind die Gleichungen von drei Paar Linien ge- 
geben, welche sich in einem und demselben Punkte 
schneiden: 

Hb) ^-^=0 Fo-A.F^O V -k 2 U 2 = O 

K '"' ^,-^1 = Po-fijF^O V -ti 2 U 2 = O; 

die Bedingung anzugeben, unter welcher die drei 
Linienpaare eine Involution bilden. * 

Bilden die drei Linienpaare (15) eine Involution, so hat man 
nach der Definition ein Linienpaar: 

F -iF t = O- 

P -f*Fi = O, 
welches zu jedem derselben harmonisch ist: «was zutrifft unter 
den aus (12) hergenommenen Bedingungen: 

X(i - t(X + p) (l + ji ) + l o( i = * 

lf* - i (A + fO .(h + 9h) + *ift = 

lf* — i (1 + fO (*2 + H) + X 2t*2 = 0. 

Eliminirt man aus diesen Gleichungen Ifi und X + ft, 
welche linear darin vorkommen, so erhält man die gesuchte Be- 
dingungsgleichung, der man leicht folgende Form geben kann: 

(16) (A — f^K*! — f* 2 )(*2~ Po) + (^o— A i)(f*i— * 2 )(f*2— *o) = 0. 

Da von den drei Linienpaaren der Involution fünf durch 
denselben Punkt gehende Linien beliebig gewählt werden können, 
wodurch die sechste erst bestimmt ist, so können wir im Spe- 
ciellen annehmen, dass das erste Linienpaar in eine Linie zu- 
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sammenfällt und dass das letzte Linienpaar wieder in eine Linie 
zusammenfallt. Alsdann bleibt das mittlere Linienpaar übrig und 
die genannten beiden Linien, von welchen jede zwei Linien in 
sich aufgenommen hat. Wir wollen die Lage dieser beiden 
Linienpaare näher bestimmen. 

Wenn wir die drei Linienpaare (15) im Auge haben, so 
drucken wir jene Specialilät analytisch aus, indem wir setzen 
A = fi = k und A 2 = (i 2 =-= (i. Dadurch geht aber die Glei- 
chung (16) über in (12). Die geometrische Bedeutung dieses 
Ueberganges drückt der Satz aus: 

(17) . . . Wenn von drei Linienpaaren der Involution 
das eine Linienpaar mit einer Linie, ein zweites 
Linienpaar mit einer zweiten Linie zusammenfallen, 
so ist das dritte Linienpaar der Involution harmonisch 
zu den beiden Linien. 

Es stellen sich hiernach die drei Linienpaare einer Involution 
als ein allgemeinerer Fall der harmonischen Linienpaare dar, 
indem von dem einen Paare der letzteren sich jede Linie in ein 
Linienpaar zerspaltet. 

Jede drei Paare Linien, welche von einem und demselben 
Punkte ausgehen, lassen sich analytisch auch so darstellen: 
A = ^ — l x A x = A {) — l 2 A x — 
A l =0 A — m l A l = A {) — m 2 A i z=:0. 

Die Gleichungen A^ = und A { = des ersten Linien- 
paares, welches wir bezeichnen wollen mit A und 2? , sind in 
, der Normalform gegeben, die Gleichungen des zweiten Linien- 
paares A l und B { und des dritten Linienpaares A 2 und B 2 haben 
diese Form nicht. Wenn wir nun in (16) setzen A u == und 
fi = oo und zugleich für die Buchstaben X und p die Buch- 
staben / und m setzen, so erhalten wir die Bedingung, dass diese 
drei Linienpaare eine Involution bilden: 

(18) l l m l — l 2 m 2 = 0. 

Setzen wir in diese Bedingungsgleichung für die vier Grössen 
/ und m ihre Werthe nach (4), so erhalten wir die gesuchte 
geometrische Bedingung für drei Linienpaare A^ B {) , A l B i , A 2 B 2 
der Involution: 
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/-iq\ sin (A t A ) sin (ff ^p) __ sin (A 2 A ) sin (B 2 A ) 

1 } '" ' sin^^o) ' sin (#,#<,) sin (A 2 B ) ' sin {B 2 B ) v> 

Aus dieser Gleichung, \yelche man als Definition dreier, eine 
Involution bildenden, Linienpaare nehmen kann, gehen noch zwei 
andere Gleichungen hervor, die man erhält, wenn man das 
Linienpaar A B mit dem Linienpaare A x B x oder mit A 2 B 2 ver- 
tauscht. Da alle drei Gleichungen nichts anderes sind, als ver- 
schiedene Formen für eine und dieselbe Bedingung, so muss sich 
jede derselben auch direct aus jeder anderen ableiten lassen. 

Wir sind bei der Herleitung der Gleichung (19), der Be- 
dingungsgleichung der Involution, von einer besonderen Form der 
Gleichungen der drei Linienpaare ausgegangen. Auf diese be- 
sondere Form kann man aber die allgemeinen Gleichungen (15) 
von drei Linienpaaren, die in einem Punkte zusammenlaufen, zu- 
rückführen, wenn man setzt: V — A V t =?— -4 ; F — (i V t =—A lf 
woraus folgt: 

f*o — *o l*o ^ n 1 f ' 1 p — X \v ° v t l ) 
Setzt man diese Werthe von F und V x in die Gleichungen 
(15), um sie auf die genannten speciellen Formen zurückzuführen, 
so findet man: 

} ^ goftr-li) m ^. yp^o-fti) j _ r yo(^o— ^g) _Vo(h— ft 2 ) 

1 *i0*o— *i)' * v^o—fi^' 2 v,(ft — x 2 y 2 v^o— p 2 y 
und wenn man diese Werthe in (18) einsetzt, erhält man die 
Gleichung: 

(20) ... (l - X t ) (X - ft ) ( N - k 2 ) ( N - (i 2 ) 

~ (*0 — X 2) ( A — f»2) (f*0 — *i) K — f*l) = 0, 

die Bedingungsgleichung für die Involution von drei Linienpaaren 
(15) in einer von der Gleichung (16) ganz verschiedenen Form. 

Um auf andere Formen für dieselbe Bedingung der Invo- 
lution zu kommen, gehen wir auf die ursprüngliche Definition 
der Involution von drei Linienpaaren zurück. 

Nach derselben stellen die drei Gleichungenpaare: 

^o-^o^i = ^-^ = F -A 2 F 1= O 
F +A F t =O F + A 1 F 1 =O F + A 2 F 1 =O 
irg'end drei Linienpaare der Involution dar, und F = 0, F t = 
dasjenige Linienpaar, welches harmonisch ist zu jedem der drei 
Paare. 

Hesse, Analy t. Gcotuetr. d. Ebene. I. 3 



Digitized by VjOOQ IC 



.34 Dritte Vorlesung. 

Man kann die Gleichungen von drei Linienpaaren der Invo- 
lution immer auf- diese Form zurückführen, jedoch nicht ohne 
eine quadratische Gleichung zu lösen. Denn es verlangt die Zu- 
rückfuhrung die Kenntniss des Linienpaares, welches harmonisch 
ist zu zwei von den drei Linienpaaren der Involution, und dieses 
Linienpaar wird, wie wir gesehen haben, durch Autlösung einer 
quadratischen Gleichung bestimmt. 

An Stelle der zwei Symbole V , V iy durch welche jene 
sechs Gleichungen ausgedruckt sind, wählen wir drei Symbole 
U , tf,, U 2 , welche wir durch die Gleichungen defmiren: 

V IV — ° V l V — s V l V — 2 

Alsdann hat man die identische Gleichung: 

' U 9 + ü t + U 2 = 

und jene sechs Gleichungen gehen, wenn man symmetrisch die 
zwei Symbole durch die drei Symbole ersetzt, über in: 







U {) = 





U t =0 


u 7 













V>2 
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?L — 5l _ 






= 


0, 


indem 
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H H 


die Ausdrücke bezeichnen: 










* 
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+ X 2 


= Po 


*2 ^0 

^2 ~T *0 


l i, 


= 


f*2- 





Da die drei Grössen (i eben so willkürlich sind als die drei 
Grössen. A, ausweichen sie zusammengesetzt sind, so werden die 
transformirten sechs Gleichungen mit den willkürlichen Factoren (i 
— unter Voraussetzung der identischen Gleichung, weiche aus- 
drückt, dass die drei geraden Linien U —,0, tf t = 0, U 2 = 
durch einen und denselben Punkt gehen, unter welcher Voraus- 
setzung auch die anderen drei geraden Linien durch denselben 
Punkt gehen — irgend drei Linienpaare der Involution dar- 
stellen. 

Wenn wir endlich für die Gleichungen der geraden Linien 
U = Z7 t == #2 = ihre Normalformen einführen , indem 
wir setzen: q {) ü {) = J Q t U t = A x q 2 U 2 = A 2 , so geht die iden- 
tische Gleichung über in: 

A » -L. dl J_ dl — Q 

Qo Qi 92 j 
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und die transformirten Gleichungen der drei Linienpaare der 
Involution nehmen die Gestalt an: 

A = ü A x = A 2 ~0 
A\ _____ _____ q A% A ___ . A A x _____ ~ 

Bezeichnen wir nun die drei Linienpaare respective mit 
A 2? , A x B t , A 2 B 2 und erinnern uns nach (4) der geometri- 
schen Bedeutung der Grössen: 

frigi ____ sin (B A t ) ftggg _____ sin (/__ ^,) p p _____ sin (B 2 A ) 
p 2 e_ sin(i? 4_)' ft ^ sin^^o)' pnQi sin (B 2 A t y 

so erhalten wir durch Multiplication dieser drei Gleichungen: 

/oi\ -. sin (B n A t ) .sin {B t A 9 ) . s in (ff_^ ) 

V ' sin(^o^«)sin(^i^o).sin(^^i)' 

Es ist dieses wieder die geometrische Bedingungsgleichung 
für drei Linienpaare A {) B Q , A x B v A 2 B 2 der Involution, welche 
man ebenfalls als Definition derselben aufstellen kann. Sie muss 
sich daher auch direct aus der Gleichung (19) ableiten lassen. 

Wir erwähnen noch dreier Gleichungen, welche man aus 
der Gleichung (21) erhält, wenn man in derselben A mit 2? 
oder A t mit B x oder A 2 mit B 2 vertauscht Da jede von diesen 
drei Gleichungen als Definition der drei Linienpaare einer Invo- 
lution genommen werden kann, so muss sich auch jede derselben 
aus der Gleichung (18) direct ableiten lassen. 

Durch zwei gegebene Paare von demselben Punkte aus- 
gehender Linien ist das Linienpaar nicht bestimmt, welches mit 
den gegebenen eine Involution bildet. Es bedarf dazu noch 
zweier gegebenen Linienpaare, wie die Auflösung der folgenden 
Aufgabe beweiset. 

Dasjenige Linienpaar zu bestimmen, welches eine 
Involution bildet mit zwei gegebenen Linienpaaren 
und zugleich eine Involution mit zwei anderen ge- 
gebenen Linienpaaren, welche alle von demselben 
Punkte ausgehen. 

Die Bedingung, dass die drei Linienpaare (15) eine Invo- 
lution bilden, ist die Gleichung (16), welche durch Entwickelung 
die Form erhält: 

Vo - (*o + PiJ p + = °> 
indem die Coefficienten P und Q allein von den beiden letzten 

3* 
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Linienpaaren abhängen, die wir als gegeben betrachten wollen. 
Soll nun das erste Linienpaar (15) noch mit zwei anderen ge- 
gebenen Linienpaaren eine Involution bilden, so haben die 
Grössen l (i und A + f* einer zweiten linearen Bedingungs- 
gleichung zu genügen. Wenn man nun- durch Auflösung der bei- 
den linearen Gleichungen erhält: 

*o 1*0 = b und h + N = a 
so ist: 

z 2 — az + b = 
die quadratische Gleichung, deren Wurzeln A und )i sind. Wir 
können daher sagen: 

(22) ... Es giebt immer nur nein bestimmtes Linien- 
paar, welches eine Involution bildet mit zwei ge- 
gebenen Linienpaaren und zugleich mit zwei anderen 
gegebenen Linienpaaren, wenn alle Linien von einem 
und demselben Punkte ausgehen. 

In diesem Theile der Vorlesung haben wir vorzugsweise die 
Bedingungen discutirt für zwei harmonische Linienpaare und für 
drei Linienpaare, welche eine Involution bilden. Eine klare An- 
schauung solcher Linienpaare wurde damit nicht erreicht. Wir 
werden deshalb in dem zweiten Theile der Vorlesung solche 
Sätze entwickeln, welche lehren, harmonische Linienpaare und 
Linienpaare der Involution linear zu construiren, das heisst 
durch blosses Ziehen von geraden Linien. 



Die vorgetragenen Principien reichen aus, um die in dem 
zweiten Theile der vorhergehenden Vorlesung gegebenen Sätze 
weiter auszudehnen. 

Wir betrachten zu diesem Zwecke wieder ein beliebiges 
Dreieck, dessen Seiten 12 durch ihre Gleichungen in der 
Normalform gegeben sein sollen: 

A = A l = A 2 = Ö. 

Ein beliebiger Punkt P — er liege der Einfachheit wegen 
in dem Dreiecke, in welchem auch der Goordinatenanfangspunkt 
liegen soll — sei durch seine senkrechten Abstände a a t a 2 von 
den Seiten des Dreiecks gegeben. 
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Alsdann sind: 

A\ £*2 s=s q A± 4l — — — — = 

die Gleichungen von drei geraden Linien, welche sämmtlich durch 
den Punkt P gehen. Denn die Coordinaten dieses Punktes ge- 
nügen jeder dieser Gleichungen, weil die Ausdrucke A$ A l A 2 
durch Einsetzen der Coordinaten des Punktes P die Werthe an- 
nehmen — a Q — a t — a 2 . Nach der Zusammensetzung ihrer 
Gleichungen gehen die, durch die letzten drei Gleichungen reprä- 
sentirten, geraden Linien einzeln durch die Ecken des Dreiecks. 

Da die drei Ecken des Dreiecks, gleich wie der Punkt P y 
beliebig gewählt werden können, so ist es erlaubt zu sagen, dass 
die angegebenen sechs Gleichungen die drei Linienpaare analy- 
tisch darstellen, von welchen jedes durch irgend vier gegebene 
Punkte hindurchgeht. Wenn wir die drei letzten geraden Linien 
bezeichnen respective mit B B x B 2 , so sind es die Linienpaare 
A B , A t B u A 2 B 2 , welche wir im Auge haben. 

Entnehmen wir aus (4) die geometrische Bedeutung von 

öj sin (BqAJ a^ sin (B i A 2 ) ä sin (B t A ) 

a 2 *~~" sin (B A 2 ) ' a sin (B i A ) ' a { sin (B 2 A t ) 

aus den drei letzten Gleichungen und multipliciren die eben 
gegebenen Gleichungen, so erhalten wir gerade die Gleichung (21). 
Das will sagen, dass drei Linienpaare, welche irgend welche 
vier Punkte paarweise verbinden, Winkel mit einander bilden, wie 
die Bedingung der Involution es verlangt. Man hat daher den Satz: 

Wenn man von einem beliebigen Punkte drei 
Linienpaare zieht, welche parallel sind dreien Linien- 
paaren, die irgend vier Punkte paarweise verbinden, 
so bilden die drei gezogenen Linienpaare eine Invo- 
lution. 

Hiernach kann man, wenn von drei Linienpaaren der Invo- 
lution A° B° y A l B l , A 2 B 2 die fünf ersten gegeben sind, die 
sechste Linie B 2 der Involution in folgender Art construiren. 

Man construire ein Dreieck, dessen Grundlinie A 2 parallel 
ist der gegebenen Linie A 2 und dessen beide andere Seiten 
A , B parallel sind den gegebenen Linien A°, v 2?°. Durch den 
einen Endpunkt der Grundlinie ziehe man eine Linie A ± parallel 
A x und durch den anderen Endpunkt der Grundlinie eine gweite. 
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Linie B i parallel B l . Alsdann sind J B und A { B { die gegen- 
überliegenden Seiten eines Vierecks, dessen eine Diagonale A 2 
ist. Construirt man die andere Diagonale B 2 , so giebt diese die 
Richtung an für die zu construirende Linie B 2 . 

Wir legen auf diese Construction keinen Werth, weil sie 
nicht linear genannt werden kann. Denn parallele Linien kann 
man nicht eonstruiren, ohne den Kreis zu Hülfe zu nehmen. Die 
lineare Construction der sechsten Linie der Involution bebalten 
wir uns vor auf das Ende der Vorlesung. — 

Kehren wir zu unserer Figur zurück, so sehen wir, dass in 
jeder Ecke des betrachteten Dreiecks drei von den sechs geraden 
Linien sich schneiden, deren Gleichungen wir aufgestellt haben. 
Die Gleichungen der vierten harmonischen Linien sind: 

<™\ | A % i ^ A%_ , Aj^ ____ ~ A^ . Aj^ ___ q 

Durch Combination der linken Theile der sechs letzten 
Gleichungen erhält man identische Gleichungen von der Art: 

(dt -L. A * \ _ ( dl j_ d±) -L ( du __ dl) = o 
«I «*/ \«2 «0/ \«0 «1/ 

Diese identische Gleichung beweiset den Satz: 

Wenn man von einem beliebigen Punkte nach den 
Ecken eines Dreiecks drei gerade Linien zieht und in 
zwei Ecken die vierten harmonischen Linien con- 
struirt, so schneiden sich dieselben in einem Punkte, 
durch welchen auch die durch den beliebigen Punkt 
und die dritte Ecke des Dreiecks gelegte gerade 
Linie geht/ 

Die geometrische Deutung der folgenden vier Gleichungen: 
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dsL i dl. dl. == 

Oo "■" öj a 2 

in der Weise wie in der vorhergehenden Vorlesung, wo 
a = a t = a 2 = 1 war, führt auf die beiden Sätze: 
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Wenn man von irgend einem Punkte nach den 
Ecken eines Dreiecks drei geradeLinien zieht und in 
jeder Ecke die vierte harmonische Linie construirt, 
so schneiden die letzteren die gegenüberliegenden 
Seiten des Dreiecks in drei Punkten, die auf einer 
und derselben geraden Linie liegen. 

Wenn man von irgend einem Punkte nach den 
Ecken eines Dreiecks drei gerade Linien zieht, und 
in einer Ecke die vierte harmonische Linie construirt, 
so schneidet letztere die gegenüberliegende Seite 
des Dreiecks in einem Punkte. Dieser Punkt und die 
beiden Punkte, in welchen die von dem beliebigen 
Punkte nach den beiden anderen Ecken des Dreiecks 
gezogenen geraden Linien die gegenüberliegenden 
Seiten des Dreiecks schneiden, liegen auf einer und 
derselben geraden Linie. 

Diesen letztem Satz, der zugleich lehrt, zu drei von einem 
Punkte ausgehenden geraden Linien die vierte harmonische Linie 
linear zu construiren, wollen wir noch besonders durch eine 
Figur erläutern. 

Fig. 6. 

Z 




Man erblickt in der Figur das "von den drei geraden Linien 
0, 1, 2 gebildete Dreieck. Die von "dem beliebigen Punkte P 
nach den Ecken des Dreiecks gezogenen Linien sind analog ihren 
Gleichungen bezeichnet mit 1 — 2, 2 — 0, 0—1, indem die 
Zahlen die Symbole vertreten. Die von der einen Ecke des 
Dreiecks gezogene vierte harmonische Linie ist symbolisch be- 
zeichnet mit 1+2. Da nun das Symbol — + 1 + 2 der 



Digitized by VjOOQ IC 



40 Dritte Vorlesung. 

• 

punktirten geraden Linie aus den Symbolenpaaren 0, 1 + 2 oder 
2, — 1 oder 1,2 — zusammengesetzt ist, so erkennt man 
darin den Beweis, dass die punktirte gerade Linie durch die 
Schnittpunkte der den Symbolenpaaren entsprechenden Linien- 
paare geht. 

Auf diesen Satz gestützt werden wir nun die Aufgabe lösen : 

Wenn von zwei harmonischen Linienpaaren drei 
Linien gegeben sind, die vierte harmonische Linie zu 
construiren. 

Die drei gegebenen geraden Linien seien in der Figur die 
Linien 1, 2, 1 — 2. Die beiden ersten sollen das erste gegebene 
Linienpaar darstellen. Von dem zweiten Linienpaare sei. die 
eine 1 — 2 gegeben, die ihr zugehörige harmonische Linie 1+2 
soll construirt werden. 

Wir ziehen zu diesem Zwecke irgend eine gerade Linie 0. 
Die Schnittpunkte derselben mit den gegebenen Linien 1 und 2 
verbinden wir mit einem beliebig auf der gegebenen Linie 1 — 2 
angenommenen Punkte durch die geraden Linien — 1, 2 — 0. 
Diese schneiden die gegebenen Linien 1 und 2 respective in zwei 
Punkten, durch welche wir wieder eine gerade Linie gehen las- 
sen. Wenn wir den Schnittpunkt dieser geraden Linie und der 
geraden Linie verbinden durch eine gerade Linie 1 + 2 mit 
dem Schnittpunkte der gegebenen Linien 1 und 2, so wird die 
genannte gerade Linie 1 + 2 die gesuchte vierte harmonische 
Linie sein. 

Die sechs Schnittpunkte von irgend vier gegebenen geraden 
Linien 12 3 paaren sich drei mal in der Weise, dass durch 
jedes der drei Paare (03) (12), (13) (20), (23) (Ol) alle vier 
gegebenen Linien gehen. Die durch ihre Gleichungen: 

ü = ü t — u 2 ~o ü z = 

gegebenen geraden Linien 12 3 werden wir nun in Verbin- 
dung bringen mit einem beliebigen Punkte P, wie vorhin die 
Seiten eines Dreiecks mit einem beliebig gegebenen Punkte. 

Bezeichnen w , u t . . . die Werthe, welche die Ausdrücke 
ü , U t . . . annehmen , wenn man in letzteren für die laufenden 
Coordinaten die Coordinaten tles gegebenen Punktes P setzt, so sind ; 
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«0 «J «I «8 «2 «3 

£l_^l = ^ — ^ = ^.—^-=0 

die Gleichungen der drei vom Punkte P ausgehenden Linienpaare, 
welche nach den drei Schnittpunktenpaaren der gegebenen vier 
Linien gezogen sind. Setzen wir, um die drei ersten Gleichun- 
gen durch Multiplication mit den Factoren p Q , ^ift, ft 2 ^ 2 auf 
die Normalform zurückzufuhren, 

^_^_ == 4l ^l_^._A_ ^ — ^jl—A. 

und drücken jene drei Gleichungenpaare durch die Symbole A 
aus, so erhalten wir: 

J = ^ = ^ 2 = 

A\ A 2 q ^4j ^0 , Q ^0 jjj , Q 

PiQi P2Q2 P2Q2 P0Q0 P0Q0 PiQt 

welches gerade dieselben Gleichungen sind, aus welchen die 
Gleichung (21), die Bedingungsgleichung für die Involution von 
drei Linienpaaren, hervorging. Es beweiset dieses den Satz: 

Wenn man von einem beliebigen Punkte nach den 
drei Schnittpunktepaaren von irgend vier geraden 
Linien drei Linienpaare zieht, so bilden die drei 
Linienpaare eine Involution. 

Dieser Satz ist wichtig, weil er lehrt die Aufgabe lösen: 

Wenn von drei von einem und demselben Punkte 
ausgehenden Linienpaaren der Involution fünf Linien 
gegeben sind, die sechste Linie linear zu construiren. 

Sind von den, vom Punkte P ausgehenden, drei Linienpaaren 
A B 0> A l B 1 , A 2 B 2 der Involution die fünf ersten Linien gegeben, 
so construiren wir die sechste Linie 2? 2 der Involution, indem 
wir irgend eine gerade Linie 1 ziehen. 

Jeden von den Schnittpunkten dieser Linie 1 mit den bei- 
den Linien B und A t , nämlich die Schnittpunkte (1B ) und 
(lA t ), verbinden wir durch, eine gerade Linie mit einem beliebig 
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auf der Linie A 2 angenommenen Punkte. Diese geraden Linien 
seien respective 2 und 3. Verbinden wir alsdann die Schnitt- 
punkte (2B t ) und (SAq) durch eine gerade Linie 0, so schneiden 

sich die geraden Linien und 1 in 
einem Punkte der gesuchten Linie, 
den man nur mit dem Punkte P 
durch eine gerade Linie zu verbin- 
den braucht, um die gesuchte sechste 
Linio B 2 der Involution zu erhalten. 
Wir specialisiren den Satz, aus 
welchem wir diese Construction ge- 
schöpft haben, wenn wir den be- 
liebig angenommenen Punkt P ver- 
legen in den Schnittpunkt der Dia- 
gonalen des Vierecks, dessen gegen- 
überliegende Seiten sind 0, 1 und 2, 3. In dieser Voraussetzung 
fallen die Linien A^ mit B und A t mit B t zusammen und bil- 
den nur ein Linienpaar, welches nach einem bereits angegebenen 
Satze harmonisch ist zu dem übrigbleibenden dritten Linienpaare 
A 2 B 2 . Dieses drücken wir kürzer so aus: 

Wenn man den Schnittpunkt der Diagonalen eines 
Vierecks durch ein Linienpaar verbindet mit den bei- 
den Schnittpunkten der gegenüberliegenden Seiten 
des Vierecks, so ist dieses Linienpaar harmonisch zu 
dem Diagonalenpaar. 

Dieser Satz ist im Griyide nur ein anderer Ausdruck für den 
Satz, aus welchem die Construction der vierten harmonischen 
Linie abgeleitet wurde. 

Kehren wir jedoch wieder zu unserer Figur zurück, deren 
analytische Ausdrücke wir vorausgeschickt haben, so sehen wir, 
dass in jedem der sechs Schnittpunkte der vier geraden Linien 
12 3, von welchen wir ausgingen, drei Linien zusammen- 
stossen. Die sechs vierten harmonischen Linien zu diesen paa- 
ren sich wie die sechs Schnittpunkte und ihre Gleicbungenpaare 
sind: 

u 2 u 3 

u u u t 



Q. + Q = 


^ + ^=0 


«0 «:. 


«1 «3 


^ + ^ = 

//. 11. 


v*. . tf« =0 
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Bemerken wir nun, dass aus jedem dieser Gleichungenpaare 
durch Addition die Gleichung: 

^ Ml M 2 U 3 

derselben geraden Linie entsteht, so haben wir nach (13) der 
zweiten Vorlesung durch diese Bemerkung den Satz bewiesen: 

Wenn man von einem beliebigen Punkte nach den 
drei Schnittpunktepaaren von vier geraden Linien 
drei Linienpaare zieht, in jedem der sechs Schnitt- 
punkte der vier geraden Linien die vierte harmonische 
Linie construirt, so schneiden sich die construirten 
sechs Linien paarweise in drei Punkten, die auf einer 
und derselben geraden Linie liegen. 



Vierte Vorlesung. 
Der Punkt. 



Zwei in Rücksicht auf die variabeln Coordinaten #, y lineare 
Gleichungen : 

U = ü t — 
stellen, wie wir gesehen haben, einen Punkt dar, den Schnitt- 
punkt der geraden Linien, welche jene Gleichungen einzeln ana- 
lytisch ausdrucken. Mit dem Punkte sind aber umgekehrt die 
ihn bestimmenden Gleichungen nicht gegeben. Es können viel- 
mehr irgend zwei aus der Schaar Gleichungen: 

U — XV { =0 

mit dem willkürlichen Factor X an Stelle der beiden ersten Glei- 
chungen gewählt werden. 

Diese Unbestimmtheit in der Wahl verschwindet, wenn man 
sich den Punkt nicht durch den Schnitt zweier geraden Linien 
bestimmt denkt, sondern aller geraden Linien, welche durch ihn 
gehen. Mit dieser Art der Bestimmung eines Punktes werden 
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wir den Vortheil verbinden, dass wir den Punkt durch eine ein- 
zige Gleichung analytisch darstellen, während zwei solcher Glei- 
chungen eine, gerade Linie ausdrucken. 

Wie die Lage eines Punktes in der Ebene durch zwei 
Grössen, seine Coordinaten, unzweideutig bestimmt ist, so kann 
man auch die Lage einer beliebigen geraden Linie durch zwei 
Grössen ausdrücken. Ist nämlich die Gleichung irgend einer ge- 
raden Linie: 

(1) ux + vy + 1=0 

gegeben, auf welche Form sich die Gleichung jeder geraden 
Linie zurückfuhren lässt, so sieht man, dass die Lage dieser 
Linie allein abhängt von den Werthen der beiden Constanten 
u und v y welche linear in die Gleichung eingehen. 

Weil diese Constanten die Lage der geraden Linie unzwei- 
deutig bestimmen, und umgekehrt die Lage der geraden Linie die 
Constanten unzweideutig bestimmt, werden wir sie die Coordina- 
ten der geraden Linie nennen oder Linien coordinaten zum 
Unterschiede von den, einen Punkt bestimmenden, Punktcoor- 
dinaten. Sie drücken analytisch die negativen reciproken Ab- 
schnitte aus, welche die gerade Linie auf den Coordinatenaxen 
macht. 

Wenn die variabeln Coordinaten w, v irgend einer geraden 
Linie die Werthe annehmen: 

u = a v = ft, 

so liegt eine bestimmte gerade Linie vor. Diese, die gerade 
Linie bestimmenden, Gleichungen sind die Gleichungen der 

geraden Linie in Liniencoordinaten und — — und — -j- 

ö ab 

die Abschnitte, welche die gerade Linie auf den Coordinatenaxen 
macht. 

Nehmen wir aber nur die erste von den angegebenen Glei- 
chungen und fragen, welche Eigenschaften alle geraden Linien 
haben, deren Coordinaten w, v jener Gleichung genügen, so zeigt 
es sich, dass diese Linien durch denjenigen Punkt der #Axe 

gehen, welcher von dem Coordinaten-Anfangspunkt um ab- 
steht, und dass auch die Coordinaten jeder geraden Linie, welche 
durch den genannten -Punkt geht, jener Gleichung genügen. Des- 
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halb nennen wir jene Gleichung die Gleichung des bezeichneten 
Punktes der #Axe. 

Hiernach stellt jede der angegebenen Gleichungen für sich 
einen Punkt respective der #Axe oder der yAxe dar, und beide 
Gleichungen die gerade Linie, welche die genannten Punkte ver- 
bindet. 

Jede von den angegebenen Gleichungen ist linear, aber von 
specieller Form, denn die allgemeinste lineare Gleichung zwischen 
den Liniencoordinaten ist: 

(2) . Au + Bv + C = 0. 

Es erliebt sich nun die Frage nach der geometrischen Be- 
deutung dieser Gleichung, das heisst, die Frage nach den Eigen- 
schaften aller geraden Linien (1), deren Coordinaten w, v der 
Gleichung (2) genügen. 

Die analoge Frage nach den Eigenschaften der Punkte, deren 
Coordinaten einer gegebenen linearen Bedingungsgleichung ge- 
nügen, haben wir bereits- in der ersten Vorlesung in Anregung 
gebracht und sie in der zweiten Vorlesung dahin beantwortet, 
dass die Punkte sämmtlich auf einer geraden Linie liegen. Wir 
nannten dort die lineare Bedingungsgleichung die Gleichung der 
geraden Linie. 

Es wird sich zeigen, dass alle geraden Linien, deren Coor- 
dinaten der Gleichung (2) genügen, durch einen bestimmten Punkt 
gehen. Wenn nun im ersten Falle die gegebene, in Punktcoor- 
dinaten lineare, Gleichung die Gleichung der geraden Linie ge- 
nannt wurde, so verlangt die Analogie in dem vorliegenden Falle, 
dass man die gegebene, in Liniencoordinaten lineare, Gleichung 
(2) die Gleichung des Punktes nenne, durch welchen alle 
jene geraden Linien (1) gehen. 

Um nachzuweisen, was wir eben vorausgesetzt haben, be- 
merken wir, dass in der Bedingungsgleichung (2) die Liniencoor- 
dinate u alle möglichen Werthe annehmen kann, dass aber der 
Werth von v durch sie bestimmt ist. Setzt man daher den Werth 
von v aus (2) in die Gleichung (1), so erhält man die Gleichung 
aller geraden Linien (1), deren Coordinaten der Gleichung (2) 
genügen in der Form: 

3) .... . (Bx — Ay) u + (B - Cy) = 
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mit der willkürlichen Constante u. Diese Gleichung ist aber zu- 
sammengesetzt aus den Gleichungen der beiden geraden Linien: 

Bx — Ay = B — Cy = 0. 
Die geraden Linien (3) gehen also durch den Schnittpunkt der 
genannten geraden Linien, dessen Coordinaten sind: 
iä\ AB. 

( 4 ) * = c y^-c- 

Wenn umgekehrt eine gerade Linie (1) durch diesen Schnitt- 
punkt geht, so genügen die Coordinaten der geraden Linie der 
Gleichung (2), weil die Coordinaten (4) des Schnittpunktes in die 
Gleichung (1) gesetzt die Gleichung (1) in (2) übergehen machen. 

Wir fassen dieses kurz zusammen in den Worten: 

Die Gleichung eines Punktes ist eine lineare Glei- 
chung zwischen den variabeln Liniencoordinaten. 
Die Coordinaten aller geraden Linien, welche durch 
den Punkt gehen, genügen der Gleichung, und wenn 
die Coordinaten einer geraden Linie der linearen 
Gleichung genügen, so geht die gerade Linie durch 
den Punkt. 

Bemerken wir nun, dass die Gleichung (2) die Gleichung 
desjenigen Punktes ist, dessen Coordinaten in (4) ausgedrückt 
sind, so ergiebt sich hieraus eine Regel zur Bestimmung der 
Coordinaten 4 eines durch seine Gleichung gegebenen Punktes, wie 
für die Bildung der Punktgleichung, wenn die Coordinaten des 
Punktes gegeben sind. Denn bringt man die gegebene Punkt- 
gleichung (2) durch Multiplication mit einem constanten Factor 
auf die Form, in welcher das ganz constante Glied gleich der 
Einheit ist, so sind die Coefficienten von u und v in der Gleichung 
die Coordinaten des Punktes. Muitiplicirt man dagegen die ge- 
gebenen Coordinaten eines Punktes respective mit u und v und 
setzt die Summe der Produkte zur Einheit addirt gleich 0, so hat 
man die Gleichung des Punktes. 

Wenn man die Liniencoordinaten aus zwei Punktgleichungen 
berechnet, so erhält man die Coordinaten derjenigen geraden 
Linie, welche die beiden Punkte mit einander verbindet. Zwei 
Punktgleichungen sind demnach die Gleichungen einer ge- 
raden Linie in Liniencoordinaten, wie zwei Liniengleichungen 
in Punktcoordinaten die Gleichungen eines Punktes sind. 
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Wir unterscheiden die allgemeine Form (2) der Glei- 
chung eines Punktes von der Normalform der Glei- 
chung des Punktes: 

(5) au + bv + 1 = 0, 

in welcher letzteren Form die Coordinaten des Punktes sich un- 
mittelbar als die Coefficienten der Liniencoordinaten darstellen. 
Mit der Normalform der Punktgleichung lässt sich in vielen 
Fällen geschickter operiren als mit der allgemeinen Form, wie 
zum Beispiel bei Auflösung der Aufgabe: 

Wenn die Coordinaten U, V einer geraden Linie 
und die Gleichung eines Punktes in der Normalform 

(5) gegeben sind, den senkrechten Abstand des Punk- 
tes von der geraden Linie zu bestimmen. 

Wenn (5) die gegebene Gleichung des Punktes ist, so sind 
a und b die Coordinaten des Punktes und: 
üx+Vy+l _ 

die Gleichung der gegebenen geraden Linie in der Normalform. 
Nach der Regel (6) der zweiten Vorlesung wird also der gesuchte 
senkrechte Abstand sein: 

Y(u 2 + v*) ' 
Vergleicht man diesen Ausdruck mit (5), so ergiebt sich 
daraus folgende Regel: 

(6) . . . Wenn man den linken Theil einer in der Nor- 
malform gegebenen Gleichung eines Punktes durch 
t/(m 2 + v~) dividirt, so drückt der Quotient den senk- 
rechten Abstand des Punktes aus von der durch ihre 
Coordinaten w, v gegebenen geraden Linie. 

Zum Zwecke der Darstellung mehrerer Punkte werden wir 
die Symbole U und A brauchen für die Ausdrücke: 

(7) ü = Au + Bv + C 

(8) A = au + bv + 1 

und mit ü tfj . . . und A A v . . . dieselben Ausdrücke als U 
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und A y jedoch mit veränderten Werthen der Coefficienten be- 
zeichnen. 

Auf diese Weise drucken die Gleichungen in der allgemeinen 
Form : 

ü = U t = .... 

oder in der Normalform: 

A = A x = 

irgend ein System von beliebig vielen Punkten aus. 

Haben wir nur zwei durch ihre Gleichungen in der Normal- 
form gegebene Punkte: 

(9) A — A t = 0, 

so werden die senkrechten Abstände derselben von einer durch 
ihre Coordinaten w, v gegebenen geraden Linie / ausgedruckt durch : 
A A x 

Vw + v*) y^ + v*)' 

Die Bedingung, dass diese Abstände einander gleich seien: 

(10) .... . A — A t = 

verlangt, dass die gerade Linie / parallel gehe mit der Verbin- 
dungslinie der gegebenen Punkte, dass sie letztere in dem Punkte 
schneide, der im Unendlichen liegt. Die Gleichung selbst stellt 
aber einen Punkt dar, durch welchen alle jene mit der Verbin- 
' dungslinie paraHelen Linien gehen. Es ist dieses also der Punkt 
der Verbindungslinie, weicher auf ihr im Unendlichen liegt. Und 
in der That finden wir, wenn wir nach den gegebenen Regeln 
von der Gleichung (10) des Punktes zu den Coordinaten dessel- 
ben übergehen, dass sich dieselben als unendlich grosse Grössen 
darstellen. 

Die Bedingung: 

(11) A + A t = 0, 

dass die senkrechten Abstände der gegebenen beiden Punkte von 
der geraden Linie / gleich, aber entgegengesetzt seien, ist wieder 
die Gleichung eines Punktes. Dieser Punkt kann kein anderer 
als der Mittelpunkt der Verbindungslinie sein, weil nur diejenigen 
geraden Linien / von den gegebenen beiden Punkten in ent- 
gegengesetzter Richtung gleich weit abstehen, welche durch jenen 
Punkt gehen. 
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Wir können demnach sagen: 

(12) . . . Wenn A = _0 und A ± = die Gleichungen 
zweier gegebenen Punkte in der Normalform sind, so 
sind A — A x = und A + A t = die Gleichungen 
zweier Punkte auf der Verbindungslinie der gegebe- 
nen Punkte, von welchen der erste im Unendlichen 
liegt, der andere die Verbindungslinie halbift. 

Die Gleichungen (10) und, (11) der Punkte auf der geraden 
Linie, welche die durch ihre Gleichungen (9) gegebenen Punkte 
verbindet, sind linear zusammengesetzt aus den gegebenen Glei- 
chungen (9). Es liegt aber auch jeder Punkt auf der Verbin- 
dungslinie zweier gegebenen Punkte, dessen Gleichung linear aus 
den Gleichungen der gegebenen Punkte zusammengesetzt ist. 

Denn es seien: 

ü = U % =3 
die Gleichungen der gegebenen Punkte und 

XU + X x JJ X = 
die aus ihnen linear zusammengesetzte Gleichung eines dritten 
Punktes. Dass dieser Punkt auf der Verbindungslinie der ge- 
gebenen Punkte liegt, folgt aus der Betrachtung. 

Die Coordinaten der Verbindungslinie der gegebenen Punkte 
genügen jeder von den Gleichungen der gegebenen Punkte, sie 
genügen deshalb auch der Gleichung des dritten Punktes, der 
deshalb auf ihr liegt. Wir haben damit den Satz bewiesen, der 
unter Umständen leicht erkennen lässt, dass gewisse drei Punkte 
in einer geraden Linie liegen: 

(13) . . . Wenn zwischen den Gleichungen von drei 
Punkten ü = 0, ü ± = 0, U 2 =» die Identität statt- 
findet: 

X U + X t ü t + X 2 U 2 = 0, 

so liegen die drei Punkte auf einer und. derselben ge- 
raden Linie. 

Wir bemerken, dass jene dritte Gleichung mit den willkür- 
lichen Constanten X X L jeden Punkt auf der Verbindungslinie der 
gegebenen beiden Punkte darstellt. Denn es lassen sich diese 

Hesse, Analyt. Geometr. d. Ebene. I. 4 
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Constanten immer so bestimmen, dass der Gleichung auch genügt 
wird, wenn man für die variabeln Coordinaten w, v die Coordi- 
naten einer ganz bestimmten geraden Linie setzt. Diese Bestim- 
mung entspricht demjenigen Punkte der Verbindungslinie, in 
welchem die bestimmte Linie die Verbindungslinie trifft. Wir 
* können daher auch den Satz umkehren: 

(14) . . . Wenn tf i=*0, V x = 0, ü 2 = die Gleichungen 
von drei Punkten auf einer geraden Linie sind, so 
kann man immer drei Factoren lk l X 2 der Art bestim- 
men, dass man identisch hat: 

X U + l t U t + X 2 U 2 = 0. 

Betrachten wir nun drei durch ihre Gleichungen in der 
Normalform gegebene Punkte: 

4, = A x — A 2 = 
als die Ecken eines Dreiecks, so haben wir die Gleichungen der 
auf den Seiten des Dreiecks im Unendlichen liegenden Punkte: 

A t — A 2 s= A 2 — A = Aq — A\ = 0. 
Ihre Summe 

(A x - A 2 ) + (A 2 - 4,) + (A, - A x ) = 
verschwindet identisch. Man wird deshalb nach Satz (13) irgend 
drei Punkte im Unendlichen als auf einer geraden Linie liegend 
zu betrachten haben. In der That rücken auch alle drei Schnitt- 
punkte einer geraden Linie und der Seiten des Dreiecks in das 
Unendliche, wenn zwei Schnittpunkte auf den Seiten des Dreiecks 
in das Unendliche verlegt werden. 

Combiniren wir die Gleichungen der Halbirungspunkte der 
Seiten des Dreiecks: 

A t + A 2 = A 2 + A = A + A { . = 
mit den Gleichungen jener drei Punkte im Unendlichen, so er- 
geben sich daraus die identischen Gleichungen: 

(A 2 + A ) - (A + A x ) + (4 — A 2 ) = 
(4, + A x ) — (A x + A 2 ) + (A 2 — A ) = 
(A t + A 2 ) - (A 2 + A ) + (^ - A t ) = 0. 
Diese Gleichungen beweisen, dass die Verbindungslinie der Mitten 
zweier Seiten des Dreiecks die 'dritte Seite im Unendlichen 
schneidet, das heisst, mit ihr parallel ist. 
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Wenn wir die Zusammensetzung der drei Punktgleichungen 
in das Auge fassen: 

4, + ^ + 4, = 

- A + A x + A 2 = ' 

A — A t + A 2 = 

Aq -f" A± A 2 == U, 

so können wir auf Grund von (13) aus der ersten Gleichung 

unmittelbar den Satz ablesen: 

Die Verbindungslinien der Mitten der Seiten eines 
Dreiecks mit den gegenüberliegenden Ecken schnei- 
den sich in einem und demselben Punkte. 

Die drei anderen Punktgleichungen beweisen, dass in einem 
Parallelogramm die Diagonalen sich halbiren. 



Fünfte Vorlesung. 
Harmonische Punkte. Punkte der Involution. 



Wenn die Gleichungen zweier Punkte und 1 in der Nor- 
malform gegeben sind: 

(1) 4> = 4 .= 0, 

und wenn w, v die Coordinaten irgend einer geraden Linie l vor- 
stellen, so genügen letztere den gegebenen Gleichungen nicht, 
vielmehr verhalten sich nach (6) der vorhergehenden Vorlesung 
Aq S : A l wie die senkrechten Abstände der gegebenen Punkte von 
der geraden Linie /. 

Sollen die genannten senkrechten Abstände sich wie zwei 
gegebene Grössen a : a x verhalten, so haben wir als Bedingung: 

(2) -. . 4*. _ £l _ o 

die Gleichung eines Punktes, durch welchen alle geraden Linien 
gehen, deren senkrechte Abstände von den gegebenen beiden 
Punkten sich wie a : a x verhalten. 

4* 
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Die geometrische Anschauung lehrt, dass alle jene Linien 
durch einen und denselben Punkt auf der durch die 'gegebenen 
Punkte gelegten geraden Linie gehen, dessen Abstände von. den 
gegebenen Punkten sich ebenfalls wie a : a x verhalten. Es ist 
die Gleichung (2) deshalb die Gleichung des eben genannten 
Punktes. 

Setzen wir X = -^-, so stellt die Gleichung: 

a i 

(3) 4) — lÄ \ = 

mit dem willkürlichen Factor X jeden beliebigen Punkt 2 auf der 
Verbindungslinie der gegebenen Punkte dar. Derselbe liegt 
zwischen den gegebenen Punkten, wenn X negativ ist, im anderen 
Falle liegt er ausserhalb. Er fallt mit einem der gegebenen 
Punkte zusammen, wenn X = oder X = oo wird. 

Die geometrische Bedeutung des Factors X in der Gleichung 
(3) ist nach dem Vorhergehenden 

W •' • • * (21)- 

Ein beliebiger anderer Punkt 3 auf der Verbindungslinie 
der gegebenen Punkte hat zur Gleichung: 

(5) A - fiA t = 0. 

Das Verhältniss: 

tffl * — ( 20 > . W 

1 ; V ~ (21) ' (31) 

heisst das anharmonische Verhältniss des Punktepaares 
2; 3 zu dem gegebenen Punktepaare 0,1. 

Sind zwei Punktepaare auf einer geraden Linie durch ihre 
Gleichungen in der Form gegeben: 

(7) . . . V = FjaO V - l V t = F — . mF t =0, 

so ist das anharmonische Verhältniss, derselben: 

w i- 

Man überzeugt sich davon, wenn man die gegebenen Glei- 
chungen (7) durch Multiplication mit Factoren auf die Formen 

(1), (3), (5) zurückführt. 
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Wir stellen uns nun die allgemeinere Aufgabe: 

Gegeben sind die Gleichungen von vier Punkten 
auf einer geraden Linie: 

(9) . Üq—W^O Uo-fiU^O U — ^=0 U — (1,^=0; 

das anharmonische Verhältniss des letzten Punkte- 
paares zu dem ersten zu bestimmen. 

Setzen wir U — Xü t = V ü — pü t = V t und drucken 
in den Gleichungen (9) U und U t durch V und V x aus, so 
nehmen jene Gleichungen die Gestalt der Gleichungen (7) an. 
Das gesuchte anharmonische Verhältniss — dort wird hier : 



(10) 



m 



Wenn das anharmonische Verhältniss den Werth — 1 an- 
nimmt, so nennt man es ein harmonisches Verhältniss und 
die beiden Punktepaare auf einer geraden Linie heissen har- 
monische Punktepaare. 

Nach dieser Definition werden zwei harmonische Punkte- 
paare auf einer geraden Linie analytisch ausgedrückt durch die 
Gleichungen : 

(11)... F = O F 1 = V -^XV i = O P + *Pi=O, 

und die Bedingung, unter welcher zwei Punktepaare (9) auf 
einer geraden Linie harmonisch sind: 

giebt entwickelt: 

(12) . . . l(i - * (X + (i) (X i + (i t ) + \^ = 0. 

Die geometrische Bedingung für zwei harmonische Punkte- 
paare geht aus (6) hervor: 

W (21) + (31) — U ' 

Diese Bedingungsgleichung hat man zu discutiren, um eine 
Vorstellung von der Lage zweier harmonischen Punktepaare zu 
erhalten. Aus ihr kann man ersehen, dass, wenn der Punkt 2 
die Linie 1 halbirt, der Punkt 3 im Unendlichen auf der Linie 
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liegen muss. Wenn der Punkt 2 aus dieser Lage sich einem 
der Punkte 0, 1 nähert, so nähert sich der Punkt 3 demselben 
Punkte ausserhalb von und 1. In dem Grenzfalle fallen die 
sich bewegenden Punkte 2 und 3 mit dem einen oder dem an- 
deren festen Punkte oder 1 zusammen. 

Dasjenige Punktepaar zu bestimmen, welches 
harmonisch ist mit zwei gegebenen Punktepaaren 
auf einer geraden Linie. 

Sind die Gleichungen der gegebenen Punktepaare: 
#o — K ü i = ° ^o — K u \ — ° 

und die Gleichungen des gesuchten Punktepaares: 

ü — X U t = 

ffo - (*V t = 0, 

so hat man nach (12) die Bedingungen: 

*f* — i(* + V>) ßo + H) + hH = 

i(i — ±ß + (i) (x x + fij) 4- x l( i t = o. 

Löset man diese in Rucksicht auf X p und X + (i linearen 
Gleichungen auf, wodurch man erhalte X(i = b, X + (i = a, 
so ist: 

z 2 — az + b = 

die quadratische Gleichung, deren Wurzeln die gesuchten Grössen 
X und fi sind. Zugleich können wir sagen: 

(14) ... Es giebt immer nur ein bestimmtes Punkte- 
paar, welches harmonisch ist mit zwei gegebenen 
Punktepaaren auf einer geraden Linie. 

Hat die quadratische Gleichung reelle Wurzeln, so ist das 
gesuchte Punktepaar reell, im anderen Falle imaginär. 

Drei Punktepaare auf einer geraden Linie bilden eine In- 
volution, wenn ein viertes Punktepaar gefunden werden kann, 
welches harmonisch ist mit jedem der drei Punktepaare. 

Aus dieser Definition der Involution folgt mit Rucksicht auf 
den Satz (14), dass von drei Punktepaaren der Involution fünf 
Punkte beliebig gewählt werden können, dass aber der sechste 
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Punkt unzweideutig bestimmt ist, wenn es feststeht, welche Punkte 
sich paaren sollen. Es wird daher eine Bedingungsgleichung für 
die Involution ausreichen. 

Es sind die Gleichungen von drei Punktepaaren 
auf einer. geraden Linie gegeben: 

(15) ^0-^0^1 = V -X l F l =O F -A 2 P 1= =O 

die Bedingung anzugeben, unter welcher die drei 
Punktepaare eine Involution bilden. 

Wenn die drei Punktepaare eine Involution bilden, so hat 
man nach der Definition ein Punktepaar: 

v» - w t = 
*V- \>>V\ = 0, 

welches harmonisch ist mit jedem der gegebenen Punktepaare. 
Dieses verlangt nach (12) die Bedingungen: 

V — -£-(* + fO (*o + h) + Kn = ° 

*f* — £(A + f*) (*i + j»i) + *if*i = 

*^ — £(* + fO (* 2 + P2) + X 2H = °> 

aus welchen durcb Elimination von Xfi und X + fi, welche 
Grössen linear in die Gleichungen eingehen, die gesuchte Be- 
dingungsgleichung der Involution hervorgeht: 

(16) (X - fi x ) (X t — (i 2 ) [X 2 — (i Q ) + ifi — ^Ifa — X % ) (fi 2 — X ) = 0. 

Im speciellen Falle kann das erste Punktepaar der Involution 
mit einem Punkte, das dritte wieder mit einem andern Punkte 
zusammenfallen. Dieses trifft zu, wenn X Q = p = X und 
X 2 = (i 2 = (i wird. Dadurch geht die Gleichung (16) über in 
(12) und wir haben den Satz: 

» 

(17) . . . Wenn von drei Punktepaaren der Involution 
das eine Punktepaar mit einem Punkte zusammenfällt, 
ein zweites Punktepaar mit einem zweiten Punkte, 
so ist das dritte Punktepaar der Involution harmo- 
nisch mit den beiden Punkten. 
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Die Involution von drei Punktepaaren lässt sich hiernach 
als ein allgemeiner Fall von harmonischen Punktepaaren be- 
trachten, indem jeder Punkt eines Paares der letzteren sich in 
zwei Puükte zertheilt. 

Jede drei Punktepaare auf einer geraden Linie stellen sich 
analytisch auch unter der Form dar: 



A = 


A - Mi = o 


4, — l t Ai =* 


A t = 


A — m t A t = 


A — m 2 A t = 0, 



wo wir unter A$ = und A t = die Normalformen der Glei- 
chungen des ersten Punktepaares 4), B verstehen. Die Glei- 
chungen des zweiten Punktepaares A x , B u ebenso die des drit- 
ten Punktepaares A 2 , B 2 sind aus diesen zusammengesetzt. 

Wir erhalten nun die Bedingung der Involution der genann- 
ten drei Punktepaare, wenn wir in (16) setzen l = fi = oo 
und zugleich die Buchstaben X und fi .mit l und m vertauschen: 

(18) l i m 1 — l 2 m 2 = 0. 

Daraus geht nun die geometrische Bedingung der Involution der 
drei Punktepaare hervor, wenn wir nach (4) die Werthe der 
vier Grössen / und m setzen: 

/iq\ (AA) (ßjAJ _ (A 2 A ) (B 2 A ) _ 

W).- • • (A^) ' (B t BJ (A 2 B ) ' (B 2 B ) ~ U ' 

In dieser Gleichung lassen sich je zwei von den drei Punkte- 
paaren mit einander vertauschen, wodurch man zwei andere aber 
nur der Form nach verschiedene Bedingungsgleichungen der In- 
volution erhält. - % 

Auf die Form der Gleichungen von drei Punktepaaren auf 
einer geraden Linie, aus welchen wir die Gleichung (19) abge- 
leitet haben, können wir die Gleichungen (15) zurückführen, 

wenn* wir setzen: V — l V l ^^-A Of v — l i F 1 =^- A t1 

woraus folgt: 

r = ^r{-4)— -a\ ?i= — S- (-4)— -aY 

f*o — h K ^ v t 1 i * f*o-*o l"o ^ *\ l i 

Setzen wir diese Werthe von V und V t in die Gleichungen 
(15), so ergiebt sich: 



l _ yo(*o— *0 m __ yo(^o— f*i) ^ _ yo(*o— * 2 ) m _ yo(*o-- 
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und die Gleichung (18) geht über in die neue von (16) verschie- 
dene Form der Bedingungsgleichung der Involution von drei 
Punktepaaren (15): 

(20) . . _. (k - X t ) (A - (i t ) K - X 2 ) ( N - H ) 

— (*o — h) (*o — ^2) (tt) — *i) iN — H) *=* 0. 

Wie diese von einander verschiedenen Formen der Bedin- 
gungsgleichung der Involution von Linienpaaren oder Punkte- 
paaren direct in einander übergeführt werden können, werden 
wir in der folgenden Vorlesung aus einander setzen. 

Nach der Definition stellen folgende Gleichungen: 

irgend welche Punktepaare der Involution dar, weil jedes 
Punktepaar harmonisch ist mit dem Punktepaar V = 0, V x = 0. 
Um die Gleichungen von Punktepaaren der Involution auf diese 
Form zurückzuführen, bedarf es freilich der Auflösung einer qua- 
dratischen Gleichung. 

Führen wir an Stelle der beiden Symbole V , V x in jene 
Gleichungen drei Symbole ein, indem wir setzen: 

^0 *0 ^1 === 1 1 ' l 1 V i == - , V Q A 2 V x t=3 j , , 

/Vj ^^ A»j ä>2 "™^ Aq a,q — Aj 

so haben wir die identische Gleichung: 

Di + Oi + Di == 
und jene sechs Gleichungen gehen über in: 

ü = 0! = *7 2 = 

^1 — ^ = ^-^ = ^-^1 = 
wenn man setzt: 

Diese drei Grössen ft in den transformirten Gleichungen der 
Punktepaare der Involution sind ebenso willkürlich als die drei 
Grössen l, aus welchen sie zusammengesetzt sind. Führt man 
endlich für die allgemeinen Formen U die Normalformen A ein, 
indem man setzt q ü q = A , QiU 1 =A i , Q 2 ^2 ==: 42> so ^ ent 
jene identische Gleichung über in: 

i» ± ^ ± i« = 

fc> ?i $2 
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und die Gleichungen von irgend drei Punktepaaren der Invo- 
lution nehmen die Gestalt an: 

4) = A x = A 2 = 

Aj A 2 t ^ A 2 A i ~ ^ i ^i q 

Da nun nach (4) ist: 

ftigi ==s (#0^1) f*?_£2 __ (# i 4>) PoQo _ (B 2 A ) 

p 2 Q 2 (B A 2 ) fi oQo (B t A ) fi^i (B 2 A X ) 9 

wenn man die Punktepaare bezeichnet mit AqBq, A { B t , A 2 B V ' 
so erhält man durch Multiplication der letzten drei Gleichungen: 

/oi\ * t _ ( B A l ).(B i A,).(B 2 A ) 

[ } (B A 2 ).{B l A ).{B 2 A l ) 

eine neue geometrische Bedingungsgleichung für drei Punkte- 
paare der Involution, in welcher man auch die Punkte eines 
jeden Paares mit einander vertauschen kann. 

Durch zwei Punktepaare auf einer geraden Linie ist das 
Punktepaar nicht vollständig bestimmt, welches mit jenen eine 
Involution bildet. Wir können uns daher die Aufgabe stellen: 

Dasjenige Punktepaar zu bestimmen, welches 
eine Involution bildet mit zwei gegebenen Punkte- 
paaren auf einer geraden Linie und zugleich eine In- 
volution mit zwei anderen gegebenen Punktepaaren 
auf derselben geraden Linie. 

Die Bedingung, dass drei Punktepaare (15) auf einer gera- 
den Linie eine Involution -bilden, ist die Gleichung (16), welche 
nach v A und (i entwickelt die Form annimmt: 

hN — (h +N) p + = 0. 
Soll das erste Punktepaar (15) eine Involution bilden mit noch 
zwei anderen Punktepaaren auf derselben geraden Linie, so' 
haben die Grössen X p und X + fi einer zweiten linearen 
Bedingungsgleichung zu genügen. Giebt nun die Auflösung der 
genannten linearen Gleichungen: 

Vo = b K + f*o = «> 

so ist: 

z 2 _ az + 6 = 

die quadratische Gleichung, deren Wurzeln k und /ti das ge- 
suchte Punktepaar bestimmen. Daraus schliessen wir: 
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(22) ... Es giebt immer nur ein bestimmtes Punkte- 
paar, welches eine Involution bildet mit zwei gegebe- 
nen Punktepaaren und mit zwei anderen gegebenen 
Punktepaaren auf derselben geraden Linie. 

Nachdem wir im Vorhergehenden die Bedingungen für zwei 
harmonische Punktepaare und der Involution von drei Punkte- 
paaren in verschiedenen Formen entwickelt haben, werden wir in 
dem folgenden Theile der Vorlesung vorzugsweise solche lineare 
Figuren betrachten, in welchen diese Bedingungen erfüllt sind. 
Die Construction von harmonischen Punktepaaren und Punkte- 
paaren der Involution wird. sich daraus von selbst ergeben. 



Wir betrachten ein Dreieck, dessen Ecken 12 durch ihre 
Gleichungen in der Normalform gegeben seien: 
4o e=3 A x = A 2 = 0. 

Bezeichnen wir mit a a x a 2 drei willkürliche Grössen, so stellen 
die Gleichungen: 

A\ ___ A%_ ___„ q A 2 A^ ____ ~ A^ Aj^ _____ _ 

irgeqd drei Punkte auf den drei Seiten des Dreiecks dar, welche 
auf einer und derselben geraden Linie liegen, weil die Summe 
der drei Gleichungen identisch ist. Wir können deshalb auch 
kürzer sagen, dass die angegebenen Gleichungen die sechs 
Schnittpunkte von irgend vier geraden Linien analytisch aus- 
drücken. 

Bezeichnen wir die drei letzten Punkte mit B B t B 2 und 
die Ecken des Dreiecks mit A$ A { A 2 , so haben wir nach (4): 

£i_ _ (*o^t) _% _ (B t A 9 ) «o. _ (*i A ) 
a 2 (BiiA) a (B^Aq) a, {B 2 A X )' 

Multipliciren wir diese Gleichungen, so erhalten wir die Gleichung 
(21), die Bedingungsgleichung der Involution. Dennoch bilden 
die sechs Punkte keine Involution, 'weil sie nicht auf einer und 
derselben geraden Linie liegen. Nur in dem Grenzfalle, wenn 
die vier geraden Linien mit einer geraden Linie zusammenfallen, 
liegen sämmtliche sechs Schnittpunkte auf der geraden Linie. 
Dann werden aber die Schnittpunkte unkenntlich. 
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Die gemachte Bemerkung beweiset nichts weiter, als dass 
die drei Schnittpunktepaare von vier geraden Linien sich als 
eine Ausdehnung von Punktepaaren der Involution betrachten 
lassen, welche nicht auf derselben geraden Linie liegen. 

Wenn wir auf jeder Seite des Dreiecks zu dem Schnitt- 
punkte der geraden Linie den vierten harmonischen Punkt fixi- 
ren, so stellen sich die Gleichungen dieser Punkte wie folgt dar: 

t£i. 4» *d±. -— rr — -J- — = — -J- — = 

Die Combination der linken Theile der sechs letzten Punkt- 
gleichungen giebt identische Gleichungen von der Art: 

(t + t)-(t + t) + (£-^°> 

welche den Satz beweisen: 

Wenn man die Seiten eines Dreiecks oder deren 
Verlängerungen durch eine gerade Linie schneidet 
und zu zwei Schnittpunkten derselben auf den Seiten 
des Dreiecks die vierten harmonischen Punkte con- 
struirt, so liegen die beiden construirten Punkte und 
der dritte Schnittpunkt auf einer geraden Linie. 

Wenn wir die Zusammensetzung der folgenden vier Punkt- 
gleichungen beachten: 



4l 

«0 


+ 


4_ 


+ - 2 = 

a 2 


4°. 


+ 


dl 


+ 4* — o 

a 2 


da 





^1 


+ 4l = o 



«1 0* 

^o I 4 t A^ ____ q 

a a { äj 

so ergeben sich daraus die geometrischen Sätze: 

Wenn man die Seiten eines Dreiecks oder deren 
Verlängerungen durch eine gerade Linie schneidet 
und auf jeder Seite zu dem Schnittpunkte den vierten 
harmonischen Punkt construirt, so schneiden sich 
die drei geraden Linien, welche die construirten 
Punkte mit den gegenüberliegenden Ecken des Drei- 
ecks verbinden, in einem und demselben Punkte. 



Digitized by VjOOQ IC 



Harmonische Punkte. Punkte der Involution. 



61 



z-o 



Wenn man die Seiten eines Dreiecks oder deren 
Verlängerungen durch eine gerade Linie schneidet, 
zu einem der Schnittpunkte auf der Seite des Drei- 
ecks, auf welcher er liegt, den vierten harmonischen 
Punkt construirt, und diesen Punkt durch eine gerade 
Linie mit der gegenüberliegenden Ecke des Dreiecks 
verbindet, so geht die Verbindungslinie durch den 
Punkt, in welchem sich die Verbindungslinien der 
beiden anderen Schnittpunkte und der gegenüber- 
liegenden Ecken des Dreiecks schneiden. 

Zur Erläuterung dieses Satzes dient die folgende Figur: 

Die Seiten des Drei- Fig. 8. 

ecks 12 sind durch 
eine beliebige gerade Linie 
in den Punkten 1 — 2, 
2 — 0, 0—1 geschnit- 
ten. Der vierte harmoni- 
sche Punkt 1 + 2 zu 1 — 2 
auf der Seite 1 2 des 
Dreiecks ist mit dem 
Punkte durch eine ge- 
rade Linie verbunden, 
welche durch den Punkt 

— + 1 + 2 geht, in 
welchem sich die Verbin- 
dungslinien der Schnitt- 
punkte — 1 und 2 — mit den gegenüberliegenden Ecken 
2 und 1 des Dreiecks schneiden. Der Satz lehrt zugleich die 
Aufgabe lösen: 

Wenn von zwei harmonischen Punktepaaren drei 
Punkte gegeben sind, den vierten harmonischen Punkt 
linear zu construiren. Denn sind auf einer geraden Linie 
das Punktepaar 1 2 und der Punkt 1 — 2 gegeben, so construirt 
man den vierten harmonischen Punkt 1 + 2, indem man ein 
Dreieck 012 bildet und dasselbe durch irgend eine gerade Linie 
(2 — 0, — 1, 1 — 2) schneidet, welche durch den gegebenen 
Punkt 1 — 2 geht. Verbindet man dann den Schnittpunkt 

— + 1 + 2 der geraden Linien — 1, 2 und 2 — 0, 1 durch 
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eine gerade Linie mit der Ecke des Dreiecks, so schneidet 
dieselbe die Seite 1 2 des Dreiecks in dem gesuchten vierten 
harmonischen Punkte 1+2. 

Um den Satz, aus dem wir die Construction des vierten 
harmonischen Punktes abgeleitet haben, für den Gebrauch be- 
quemer auszusprechen, bemerken wir, dass das Dreieck 12 
mit der geraden Linie (1 — 2, 2 — 0, — 1) und dasselbe Drei- 
eck 12 mit dem Punkte —0 + 1 + 2 sich gegenseitig be- 
stimmen. Die drei Ecken 0, 1, 2 des Dreiecks und der Punkt 
— + 1 + 2 unterliegen keiner Beschränkung. Betrachten 
wir nun das beliebige Viereck 2,0, 1, — + 1 + 2, so hat 
dasselbe zwei Diagonalen. Man nennt das Viereck ein voll- 
ständiges Viereck, wenn die gegenüberliegenden Seiten des- 
selben verlängert sind, bis sie sieb schneiden, wie man sieht in 
den Punkten — 1 und 2 — 0. Die Verbindungslinie der letz- 
ten Schnittpunkte heisst ebenfalls Diagonale des vollständigen 
Vierecks. Hiernach können wir kürzer sagen: 

Jede zwei Diagonalen eines vollständigen Vier- 
ecks theilen die dritte Diagonale harmonisch. 

Durch vier Punkte lassen sich drei Linienpaare legen, von 
welchen jedes Paar durch alle vier Punkte geht. Die vier Punkte 
1 2 3 in der Figur seien gegeben durch ihre Gieichungen: 

U = U x = tf 2 = Z7 3 = 0. 
Wir schneiden jene drei Linienpaare, welche diese vier Punkte 
paarweise verbinden, durch eine gerade Linie L und suchen die 
Schnittpunktepaare zu bestimmen. 

Zu diesem Zwecke nehmen wir an, dass u u { . . die Wertbe ' 
seien , welche die Ausdrücke U , U { . . annehmen, wenn man in 
letzteren für die laufenden Coordinaten die Coordinaten der ge- 
raden Linie L setzt. Alsdann sind: 

?o_^ = Ei — ?* = o ^ — ^ = 

U U 3 M, M 3 U 2 W 3 

^i__^ = «?i _ S = o ^o_^l = o 

Mj U 2 U 2 U Q U Q M, 

die Gleichungen der gesuchten Punktepaare auf Grund ihrer 
Zusammensetzung und weil sie sämmtlich erfüllt werden, wenn 
man für die variabeln Coordinaten die Coordinaten der geraden 
Linie setzt. 
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Bringen wir nun die drei oberen Gleichungen auf die Nor- 
malform, indem wir setzen: 



U a 



U* 



«0 U 3 QOPO "1 «3 QlPl «2 M 3 Q2P>2 

so stellen sich jene sechs Gleichungen dar als Ausdrücke der 
Symbole A wie folgt: 



A = 



A x = 



A 9 = 



_~j f*2_ __ Q f*2 A ; q -^0 ^1 , r\ 

Es sind dieses dieselben Gleichungen, aus welchen wir die 
Bedingungsgleichung (21) der Involution von drei Punktepaaren 
abgeleitet haben. Da sie selbst Punktepaare der Involution dar- 
stellen, so können wir sagen: 

Jede gerade Linie schneidet die drei Linienpaare, 
welche irgend vier Punkte paarweise verbinden, in 
Punktepaaren der Involution. 

Dieser Satz lehrt die Aufgabe lösen: 

Wenn von drei Punktepaaren der Involution auf 
einer geraden Linie fünf Punkte gegeben sind, den 
sechsten Punkt linear zu construiren. 

Sind von den Punktepaaren A B , A x B x , A 2 B 2 der In- 
volution auf der geraden Linie L die fünf ersten gegeben, so 

Fig. 9. 




construiren wir den gesuchten Punkt B 2 in folgender Art. Wir 
legen durch die Punkte A 2 A x B irgend drei gerade Linien, 
welche das Dreieck 12 3 bilden. Ziehen wir alsdann die gera- 
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den Linien (SA ) und (2^) und verbinden den Schnittpunkt 
derselben mit dem Punkte 1 durch eine gerade Linie, so trifft 
dieselbe die gerade Linie Z in dem gesuchten Punkte B v 

Wenn man in der beschriebenen Figur die gerade Linie Z 
in die Lage von (P P 2 ) rucken lässt, so fällt das Punktepaar 
Aq B mit P Q und das Punktepaar A 2 B 2 mit P 2 zusammen und 
nach Satz (17) wird das dritte Punktepaar A i B { harmonisch mit 
dem Punktepaar P P 2 . Dieses beweiset auch der vorletzte 
Satz. Denn die gerade Linie Z, wenn sie durch P Q und P 2 geht, 
ist eine Diagonale des vervollständigten Vierecks 12 3, die von 
den beiden anderen Diagonalen in harmonischen Punkten ge- 
schnitten wird. 

Die beschriebene Figur stellt drei Linienpaare dar, welche 
vier Punkte 012 3 paarweise verbinden und eine gerade Linie Z, 
welche jene schneidet. Die Gleichungen der Schnittpunkte haben 
wir am Anfange unserer Untersuchung aufgestellt. Fixiren wir 
nun auf jeder jener sechs geraden Linien denjenigen Punkt, 
welcher harmonisch ist zu dem Schnittpunkt der geraden Linie Z, 
so sind die Gleichungen dieser Punkte: 

^° + ^ = ^1 + ^ = ^ + ^» = 

^i + ^ = ^ + ^> = o ^ + ^ = 

Uy Uz Wjj Uq U U t 

Da aus jedem dieser Gleichungenpaare durch Addition die 
Gleichung hervorgeht: 

tf Uj « 2 ' «3 ' 

so haben wir durch diese einfache Bemerkung den Satz be- 
wiesen : 

Wenn man drei Linienpaare, welche vier Punkte 
paarweise verbinden, durch eine gerade Linie schnei- 
det, und zu jedem Schnittpunkte den vierten harmoni- 
schen Punkt construirt auf der von jenen sechs gera- 
den Linien ; auf welcher der Schnittpunkt liegt, so 
schneiden sich die drei geraden Linien, welche die 
construirten Punkte paarweise verbinden, in einem 
und demselben Punkte. 
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Lässt man die, die Figur schneidende, gerade Linie in das 
Unendliche fallen, so specialisirt sich der Satz wie folgt: 

Die drei geraden Linien, welche die Mittelpunkte 
der gegenüberliegenden Seiten und die Mitterpunkte 
der beiden Diagonalen eines Vierecks yerbinden, 
schneiden sich in einem und demselben Punkte. 



Sechste Vorlesung. 
Zur Involution. 



Wir haben in den vorhergehenden Vorlesungen vielfache 
Gelegenheit gehabt zu sehen, wie dieselben analytischen Formeln 
eine doppelte geometrische Deutung erfahren, je nachdem man 
die Variabein in ihnen als Punktcoordinaten oder^ als Linien- 
coordinaten betrachtet. Es ist gewiss nicht zu viel behauptet, 
wenn man sagt, dass nach Feststellung des Begriffes der Punkt- 
gleichung die vierte und fünfte Vorlesung eine ganz nothwendige 
Folge seien aus der zweiten und dritten Vorlesung. Die vierte 
und die fünfte Vorlesung enthalten in der That nichts als eine 
neue Art, dieselben analytischen Formeln zu lesen. 

Obwohl wir bemüht sein werden, diese doppelte Lesart 
analytischer Formeln auch in den folgenden Vorlesungen durch- 
zuführen, so wird es für die gegenwärtige Vorlesung, die den 
bereits behandelten Gegenstand der Involution aus einem an- 
deren Gesichtspunkte wieder aufnimmt, genügen, auf die doppelte 
Interpretation nur gelegentlich aufmerksam zu machen. 

Wenn U = und U x = die Gleichungen von irgend 
zwei gegebenen Punkten sind, so verlangt es die Analogie, dass 
man die Gleichung: 

0^=0 
für die Gleichung des Punktepaares nehme, weil die 
Coordinaten jeder geraden Linie, welche durch den einen oder 
den anderen Punkt geht, dieser Gleichung genügen, und weil 

Hesse, Analyt. Geomelr. d. Ebene. I. £) 
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umgekehrt alle geraden Linien, deren Coordinaten der Gleichung 
genügen, entweder durch den eine« oder den anderen Punkt 
gehen. 

Man erhält also die Gleichung eines Punktepaares, wenn 
man die Gleichungen der Punkte mit einander multiplicirt. 

Sind nun die Gleichungen zweier Punkte in der Form 
^o — xv \ = ° Ulld v q ~~ f*^t = ° gegeben, so ist die Glei- 
chung des Punktepaares: 

v<? - (i + rt v» v x + i(i v? = o, 

oder allgemeiner: 

(1) A V* + B V V x + CV t * = 0, 

wenn man setzt: 

X(l = Z' k + ** = ~~ Ä' 
Wenn ein anderes Punktepaar F — X x ^ = 0, V Q — fi x V x =0 
auf derselben geraden Linie durch die Gleichung gegeben ist: 

(2) a x v* + b x v,v x + c x v* = o, 

so hat man: 

KH = ~ A \* X i + Pi = ""^J' 
Die Bedingung, dass die beiden Punktepaare harmonisch zu 
einander seien, ist nach (12) der fünften Vorlesung: 

*f* — i (1 + fO (*i + f*i) + *if*i = 0, 
welche Gleichung durch Substitution der Werthe von A und fi . . . 
übergeht in: 

(3) CA X — \BB X + AC t = 0. 

Demnach können wir sagen: 

(4) . . . Wenn die Gleichungen von zwei Punkte- 
paaren auf einer und derselben geraden Linie in der 
Form (1) und (2) gegeben sind, so sind die beiden 
Punktepaare harmonisch zu einander unter der Be- 
dingung (3). 

[Sind zwei Linienpaare, welche von einem und demselben 
Punkte ausgehen, durch ihre Gleichungen in der Form (1) und 
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(2) gegeben, so ist die Gleichung (3) ebenfalls die Bedingung, 
dass die Linienpaare harmonisch seien.] 

Hiernach stellt die Gleichung (1) mit den veränderlichen 
Coefficienten A, B, C alle möglichen Punktepaare dar, welche 
harmonisch sind zu einem ganz bestimmten Punktepaare, wenn 
jene Coefficienten einer linearen Bedingungsgleichung genügen: 

(5) Aa + Bb + Cc : = 0. 

Drei solcher Punktepaare bilden nach der Definition eine 
Involution. 

Es bilden demnach das Punktepaar (1), das Punktepaar (2) 
und das durch die Gleichung: 

(6) A 2 V* + B 2 v r x + c 2 V* = 

gegebene Punktepaar eine Involution, wenn sich drei Grössen 
a, 6, c so bestimmen lassen, dass man hat: 

Aa + Bb + Cc = 

A x a + B x b + C t c = 

A 2 a + B 2 b + C 2 c= 0. * 
Wir drucken diese Bedingungen kurz so aus: 

(7) . . . Drei durch ihre Gleichungen (1), (2) und (6) 
gegebene Punktepaare auf einer geraden Linie sind 
in Involution, wenn sich drei Grössen der Art be- 
stimmen lassen, dass sie respective für F 2 , V V t und V t 2 
in die Gleichungen gesetzt den drei Gleichungen zu- 
gleich genügen. 

Wenn sich aber drei Grössen a, b, c so bestimmen lassen, 
dass sie den drei letzten Gleichungen genügen, so lassen sich 
auch drei Grössen a, ß, y der Art bestimmen, dass den drei fol- 
genden Gleichungen genügt wird: 

Aa + A x ß + A 2 y = 
Bcc + B x ß + B 2 y = 
Ca + C t ß + C 2 y = 0, 

welche Gleichungen ebenso die Bedingung der Involution aus- 
drücken. 

Diese Gleichungen sind die analytischen Ausdrücke des Satzes: 

5* 
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(8) . . . Drei durch ihre Gleichungen (1), (2), (6) ge- 
gebene Punktepaare auf einer geraden Linie sind in 
Involution, wenn die Gleichungen mit gewissen con- 
stanten Factoren multiplicirt und hierauf addirt 
identisch geben. 

In den beiden letzten Sätzen kann man auch statt „Punkte- 
paare auf einer geraden Linie" sagen „Linienpaare, welche von 
demselben Punkte ausgehen". Sie behalten ihre Geltung. 



Nachdem wir auf diese Weise der Bedingung der Involution 
einen anderen Ausdruck gegeben haben, gehen wir wieder zu- 
rück auf die Bedingungen der Involution von drei Punktepaaren 
in der früheren Form, um sie einer eingehenderen Discussion 
zu unterwerfen. Wir wiederholen deshalb die Resultate der vor- 
hergehenden Vorlesung mit den Worten: 

„Wenn drei Punktepaare 12, 34, 56 auf einer geraden 
Linie durch ihre Gleichungen: 

, 9 , Fo-^,^0 F -A 3 F 1 =0 V -X & V t = O 

F _A 2 F 1 = O F -A 4 F t =O V - X, V x = 

gegeben sind, so ist nach (20) der fünften Vorlesung die Bedin- 
gung der Involution der drei Punktepaare: 

(10) (l t - Aj) (X, - X 4 ) (X 2 - X b ) (X 2 - A 6 ) 

- (h — A s) (*2 - *J (*i - h) (*i - h) = 0, 
oder auch nach (16): 
(11) (X^-XJ (A 6 -A 3 ) (X 2 -X b ) + (X,-X 2 ) (A 5 -A 4 ) ^-^ = 0." 

Diese beiden Gleichungen, von welchen jede die Bedingung 
der Involution ausdrückt, sind ihrem Wesen nach eine und die- 
selbe Gleichung, nur ihrer Form nach sind sie verschieden. 
Man Erhalt aber aus (10) noch zwei andere, der Form nach ver- 
schiedene Gleichungen, wenn man X t mit X 4 und zugleich X 2 mit A 3 , 
oder wenn man X x mit A 6 und zugleich X 2 mit X 5 vertauscht. 
Ebenso erhält man aus (11) noch drei andere Gleichungen, wenn 
man entweder X x mit X 2 oder X 3 mit A 4 oder X b mit X 6 vertauscht. 
Da durch die angegebenen Vertauschungen die Punktepaare (9) 
nur in einander übergehen, so braucht nur eine von den sieben 
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angegebenen Gleichungen erfüllt zu sein, die sechs anderen wer- 
den von selber, erfüllt. 

Die linken Tbeile dieser Gleichungen sind die sieben ganzen 
Functionen der sechs Grössen A: 

F 12 = (A, - A $ ) (A, - A 4 ) (A, - A 5 ) (A 2 - A„) 

- & - h) (h - *«) (*i - h) (*i - h) 

^4 = (h - h) (h - h) (K — K) (h - y 

- (*4 - h) (*4 - h) (h - h) (h - h) 
*56 = (*S - h) (h - h) (h ~ *3) (*6 ~ * 4 ) 

- (*6 - *l) (*6 - h) (h - * S ) (h - h) 
F t = (A, - A,) (A„ - A,) (A 2 - A 5 ) 

+ (A 3 -*2) (*5-*4) (h~h) 

f 2 =(i 4 -aj (a„-a 3 ) (^-aj 

+ (*3 - *l) (*5 - Ü (*2 - * 6 ) 
• *3 = (*3 - *t) (*6 ~ *4> (*2 - h) 

+ (*« - »,) (i. - y (*i - *•) 

F t = (A 4 - A.) (A 5 - A 3 ) (A 2 - A 6 ) 

+ (A3 - A 2 ) (A 6 - AJ (1, - A,). 

Werden die sechs Grossen l als willkürliche genommen, so 
verschwindet keine der sieben Functionen F. Sobald aber die 
sechs Grössen l solche Werthe annehmen, dass eine jener sieben 
Functionen F verschwindet, so verschwinden mit der einen auch 
die sechs anderen. Es können daher jene sieben Functionen F 
der sechs willkürlichen Grössen l nur durch gewisse Factoren 
von einander unterschieden sein. 

Diese Factoren zu ermitteln wird deshalb von Interesse sein, 
weil die Produkte der Factoren und der ihnen entsprechenden 
Functionen F sieben identische Functionen von sechs willkür- 
lichen Grössen X geben, welche in der Form wesentlich von 
einander unterschieden sind. Ein anderes Interesse hat die an- 
gedeutete Frage, weil ihre Beantwortung lehren muss, die geome- 
trischen Bedingungsgleichungen der Involution (19) und (21) 
und die fünf anderen Gleichungen, welche aus ihnen durch Ver- 
tauschungen hervorgingen, eine aus der anderen wirklich ab- 
zuleiten. Denn drückt man die Entfernungen der sechs Punkte 
der Involution, wie sie in den Gleichungen (19) und (21) vor- 
kommen, durch die Entfernungen X v l 2 . . . A 6 der sechs Punkte 
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von einem beliebigen Punkte auf der geraden Linie aus, auf 
welcher sie liegen, so erhält man gerade die Gleichungen: 

F n = und F t = 0, 
welche Gleichungen aus einander und aus welchen Gleichungen 
die übrigen fünf Gleichungen F = folgen sollen. Dieses ver- 
langte unsere geometrische Untersuchung. Will nun die Algebra 
hinter der Geometrie nicht zurückbleiben, so bleibt ihr nichts 
übrig als nachzuweisen: 

Mit welchen Factoren die sieben Functionen F in 
(12) zu multipliciren sind, um die Produkte identisch 
zu machen. 

Um die angeregte Frage zu beantworten, gehen wir von 
einem bekannten algebraischen Satze aus, den wir in dem spe- 
ciellen Falle, der hier Anwendung findet, so wiedergeben: 

„Wenn man mit 7t t n 2 . . . ?r 6 die Produkte der Differenzen 
von irgend sechs Grössen k x 1 2 . . . A 6 bezeichnet: 

*t = (*i — h) (*i — h) • • • (*i — *e) 

n 2 " (*2 *l) (*2 — " h) ' • • (*2 h) 



^6 = (*6 ~~ *l) (*6 ~" K) ' ' ' (h h)> 

wenn ferner <p (X) irgend eine ganze Function von 1 des vierten 
Grades ist, so hat man identisch 1 

(13) , y (M + g (*») + y (*•) _, q « *, 



*) Den Beweis des algebraischen Satzes entnehmen wir aus der 
Zerlegung des Bruches: 

yd) 

(i-i,) (i-«.. (i-i 6 ) 

in Partialbrüche: 

9 (1) _ a i 1 g g ■ g 6 

(i — i,) (i - 1 2 ) . . (i — 1 6 ) ~ 1 - 1, -*■ 1 — 1 2 -*■ • ' 1 - v 

Der Zähler a, des ersten Partialbruches wird dadurch bestimmt, 
dass man die angegebene identische Gleichung multiplicirt mit dem 
Produkte der Nenner sämmtlicher Partialbrüche und hierauf für 1 
setzt 1,. Ebenso werden die Werthe der übrigen Zähler der Partial- 
brüche gefunden: 

a, = of 2 = ... ög = 
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Wenn man in der Gleichung (13) für die Function des vier- 
ten Grades setzt: <p (l) = (X — X t ) 2 (X — A 2 ) 2 , so verschwinden 
die beiden ersten Glieder in dieser Gleichung. Vereiniget man 
die beiden folgenden Glieder, ebenso die beiden letzten, so er- 
hält man nach Unterdrückung der gleichen Factoren: 

X 3 — A4 A 5 — X 6 

Diese Gleichung ist eine identische Gleichung, weil sie aus 
der identischen Gleichung (13) hervorgegangen ist. Jene Glei- 
chung (13) bleibt ungeändert, wenn man für: 

Aj l 2 *3 *4 *5 *6 

respective setzt: 

A 3 A 4 a 5 Kq A| Aj. 

Es bleibt also auch diese Gleichung dadurch unverändert. 
Bemerkt man aber, dass durch die angegebenen Veränderungen 
die drei Functionen F l2 , F u , F b% in einander übergehen, so er- 
giebt sich aus der letzten Gleichung: 



(14) 



^ 



Aj A 2 A 3 A4 A5 — A 6 

Setzt man nun, um auf die anderen Functionen F zu kom- 
men, X t — X 2 = £ > so wird: 

^1« _ 
A, — A 2 
Ot—ln+e) (X 2 -X,+s) (X 2 -X b ) (hz h) — (£-VH) U g -A 6 +£) (*,-*,) (l,-*«) 

8. 

Entwickelt man nach Potenzen von e und dividirt, so wird der 
rechte Theil der Gleichung 



Setzt man nun in der identischen Gleichung X = — , so geht mit 

x 

Weglassung des Factors x auf beiden Seiten der Gleichung dieselbe 

über in: 



*»(4-) 



^-+i-^ + 



(1 — X { x) {l- X 2 x) . . . (1 — X 6 x) 1 — X { x^ 1— X t x ^ * ' ' 1— X % x 
Da nun a? 5 tp l — J eine ganze Function von x ist mit dem Fac- 
tor x, so verschwindet der linke Theil der Gleichung, wenn man x 
gleich setzt, und man erhält: 

B ff, + flj -f . . . ö 6 , 
was zu beweisen war. 
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= { *, - h + *2 - A 4 + *} (h - h) & - y 

- { *2 — *5 + *2 ~ h + •} ( A 2 ~ h) (*» - A 4) 

und wenn man den Werth von * = Aj — A 2 wieder einsetzt: 

= {(*»— * 3 ) + (*1 - h) } (*2 ~ h) (h ~ h) 

-{(** — *•) + (*i - h) } (h ~ **) (A 2 - A 4 )- 
Vereiniget man die Glieder der Entwickelung, welche die 
Factoren l 2 — * 3 und A 2 — A 5 zugleich enthalten , und lässt die 
übrigen folgen, so erhält man: , 

= (h ~ h) (h ~ h) (h ~ h) ~ (h - h) (h ~ h) (*i - h) 
+ (h-h) (*,-*e) (Ai-V- 
Setzt man dafür: 

(A 2 -A 4 ) (X^X,) + (A 2 -A 5 ) (A 2 _A 6 ) (* t — 1 4 ) 
und entwickelt, so erhält man: 

= (Ai-l|)(^-^)(*4-*6) - (*5-*s)(*2— *4)(*l-*6) 

Man sieht hier, dass die letzten Glieder sich gegenseitig zer- 
stören und nur die beiden ersten Glieder übrig bleiben, deren 
Summe = F z ist. Man hat daher: 



h — h 

Einfacher gelangt man zum Ziele, wenn man die identischen 
Gleichungen : 

(*i-* 4 ) (h—h) = (*i— y (h-h) - (h-h) (^-^2); 
(h-h) (h-h) = (*i-y (h-h) - (h-h) (h-h) 

zur Umformung von F i2 benutzt. Denn setzt man in dem ersten 
Gliede von F 12 für die Factoren (X x — A 4 ) (A 2 — A 6 ) und im 
zweiten Gliede für die Factoren (A t — A 6 ) (A 2 — A 3 ) ihre Werthe 
aus den identischen Gleichungen, so zerstören sich von den vier 
dadurch entstandenen Gliedern in F i2 diejenigen, welche den 
Factor (X x — X 2 ) nicht haben, und die beiden übrig bleibenden 
bilden gerade das Produkt (X t — X 2 ) F z . 

Da der linke Theil der zuletzt aus der identischen Gleichung 
(13) hervorgegangenen Gleichung ungeändert bleibt, wenn man 
X t mit X 2 oder A 3 mit A 4 oder A 5 mit A 6 vertauscht, wodurch die 
Functionen F t F 2 F z F A in einander übergehen, so muss auch 
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der rechte Theil. derselben F 3 umgeändert bleiben und man hat 
mit Rücksicht auf (14) als Antwort auf die oben angeregte Frage 
die identischen Gleichungen: 

Fjf r _ n ^34 _L, -^56 , 

(15) . . . . *i — *i h — X 4 h — h 
= F x = F 2 = ^ = F 4 . 
Um eine Anwendung von diesen Gleichungen zu machen, 
stellen wir in der Voraussetzung, dass die sechs Grössen X irgend 
welche seien, die Gleichungen auf: 

(«-*l) («~*2) (ß~h) (ß~h) ~ (*-*4) (*-h) lß-h) (ß-h) = 

(16) (a-X 2 ) (a-l,) (ß-X 5 ) (ß-X B ) - (a—X b ) (a-X,) (ß- *,) (ß-XJ = 
(a-X z ) («-1J flj_* 6 ) (^-1,) - («-*,) («-!,) (0- A 3 ) fl-l 4 ) = 0. 

Diese drei Gleichungen gehen in einander über, wenn man 
für den Index 6 setzt den Index 1 und zugleich die übrigen fünf 
Indices um eine Einheit erhöht. Von ihnen ist jede Gleichung 
die Folge aus den beiden anderen. Denn multiplicirt man die- 
selben auf einander folgend mit den Factoren: 

(*-*s) (ß~h) - (*-*t) 0»-* 4 ) («~h) (ß~h) 
und addirt, so sieht man, ohne die Produkte aufzulösen, dass 
man identisch erhält. 

Es brauchen daher nur zwei von den drei Gleichungen (16) 
erfüllt zu sein, die dritte wird von selber erfüllt. Da aber zwei 
von den drei Gleichungen durch gewisse Werthe der Unbekann- 
ten a. ß immer erfüllt werden können, so erfüllen auch die durch 
die beiden Gleichungen bestimmten Werthe der Unbekannten die 
dritte Gleichung. 

Jede der drei Gleichungen (16) ist die Bedingung für die 
Involution von sechs Punkten auf einer geraden Linie, der beiden 
durch die Gleichungen V — aV t :=: 0, V Q — ßV x = dar- 
gestellten Punkte •, ß und vieren von den Punkten 1 2 ... 6, 
und die drei Gleichungen selbst drücken analytisch den Satz aus: 

(17) . . . Wenn irgend sechs Punkte 1, 2 ... 6 auf 
einer geraden Linie gegeben sind, so giebt es immer 
ein Punktepaar <*, |5, welches gleichzeitig mit den 
beiden Punktepaaren 1, 2 und 4, 5, mit den beiden 
Punktepaaren 2,3 und 5,6 und mit den beiden Punkte- 
paaren 3, 4 und 6, 1 eine Involution bildet. 
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Dividirt man jede von den Gleichungen (16) durch cc — ß, 
so erhält man mit Rucksicht auf (15): 

(*2 -«) (*5 - *l) (ß - * 4 ) + (*1 - ß) (*4 - h) («- K) = 

(18) . . (* s — «) (* 6 -A 2 ) (ß-X b ) + (X 2 -ß) (X b -X,)(a-X,) = 

(l A -a) (A x -A 3 ) (/3 — A«) + fo-jj) (^-^(«-^«=0. 

In dieser Form sieht man es den Gleichungen nicht mehr 
an, dass sie mit den oben angegebenen Factoren multiplicirt und 
addirt geben. Wir legen darauf auch weiter kein Gewicht, 
behalten aber die- Eigenschaft dieser Gleichungen im Auge, dass 
die Werthe von cc und 0, wie sie sich aus zwei Gleichungen er- 
geben, auch der dritten Gleichung genügen. 

Wir wollen nun untersuchen, wie die Werthe von cc und ß 
aus zwei von jenen Gleichungen gefunden werden können. 

Entwickeln wir zu diesem Zwecke die Gleichungen (18), so 
nehmen sie die Form an: 

A t «ß + B t (a + ß) + C t = 

(19) .... A 2 aß + B 2 (a + ß) + C 2 = 

A 3 aß + 2? 3 (« + ß) + C z = 0, 

indem die neun Coefficienten A y B y C gewisse Functionen der ge- 
gebenen sechs Grössen l bedeuten. 

Es sind dieses lineare Gleichungen, wenn man die Grössen 
cc -f- - ß und aß als die Unbekannten betrachtet. Löset man zwei 
von diesen Gleichungen nach den Unbekannten auf, so erhält 
man Gleichungen von der Form: 

cc + ß = A ccß = B 
und man kann eine quadratische Gleichung bilden: 

X 2 — AI + B = 0, 
deren Wurzeln die gesuchten Grössen cc undjß sind. Man hat 
also nur ein Punktepaar <*, 0, welches zweien von den Gleichun- 
gen (19) genügt, und dieses genügt auch der dritten Gleichung. 

Wenn man in den Gleichungen (19) setzt: cc = ß = X 9 so 
gehen sie über in: 

A t X 2 + 2B t X + C x = 

(20) A t X 2 + 2B 2 X + C 2 = 

A Z X 2 + 2B Z X + C 3 = 0. 
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Diese Gleichungen bestehen aber nicht mehr zugleich wie 
die Gleichungen (19), aus welchen sie auf die angegebene Art 
hervorgegangen sind. Es sind eben anders gestaltete Gleichun- 
gen, die einzeln eine geometrische Interpretation verlangen. 

Die erste Gleichung (19) ist die Bedingung, dass die Punkte- 
paare aß; 12; 45 eine Involution bilden. Durch diese eine 
Gleichung ist das erste Punktepaar aß nicht bestimmt, wenn 
die beiden anderen gegeben sind. Für jeden Punkt a giebt es 
einen entsprechenden ß. Man kann daher nach der Lage des 
Punktes a fragen, dessen entsprechender Punkt ß mit ihm zu- 
sammenfällt. Diese Frage beantwortet die erste Gleichung (20), 
welche aussagt, dass es für den Punkt a zwei Lagen giebt, in 
welchen der Punkt a mit seinem entsprechenden ß zusammenfällt. 

Wenn wir diese, beiden Lagen des Punktes a als ' ein Punkte- 
paar A auffassen, so bestimmen die Wurzeln A% A" der ersten 
Gleichung (20) dieses Punktepaar. Da man nun hat: 

A'A" = J A' + r = — ?^i, 

so lässt sich nach der zu Anfang der Vorlesung festgestellten 
Regel auch die Gleichung dieses Punktepaares A leicht angeben: 
• A x V 2 + 2B t r V t + C V V* = 0. 

Dieses Punktepaar A ist harmonisch sowohl zu 
dem Punktepaare 12 als zu dem Punktepaare 45. 

Diesen Satz kann man sich in folgender Art .klar machen: 
Nach dem Satze (14) der fünften Vorlesung giebt es ein 
Punktepaar A, welches harmonisch ist sowohl zu dem gegebenen 
Punktepaare 12 als zu dem gegebenen Punktepaare 45. AUe 
Punktepaare a/?, welche mit den gegebenen beiden Punktepaaren 
eine Involution bilden, sind nach der Definition der Involution har- 
monisch zu dem Punktepaare A und umgekehrt jedes Punktepaar a ß, 
welches harmonisch ist zu dem Punktepaare A, bildet mit den ge- 
gebenen beiden Punktepaaren eine Involution. Das Punktepaar aß 
der Involution, welches sich in einem Punkte vereiniget, ist daher 
auch harmonisch zu dem Punktepaare A, und fällt mit einem der bei- 
den Punkte A zusammen. Es giebt aber nur zwei Punkte, in deren 
jedem sich das zum Punktepaare A harmonische Punktepaar aß in 
einem Punkte vereiniget. Dieses sind eben die beiden Punkte A. 
Sie sind also harmonisch zu jedem der gegebenen Punktepaare. 
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Wie die zuletzt aufgestellte Gleichung aus der ersten Glei- 
chung (20) hervorging, so gehen die Gleichungen: 

A { V* + 2B l V V l + 0,7^ = 

(21) .... A 2 V* + 2B 2 V V x + C 2 V* = 

A Z V* + 2B Z V V X + ^^ = 

aus den Gleichungen (20) hervor. 

Die erste Gleichung stellt, wie bereits bewiesen wurde, das- 
jenige Punktepaar dar, welches harmonisch ist zu den Punkte- 
paaren 12 und 45. Die zweite Gleichung ist ebenso der ana- 
lytische Ausdruck desjenigen Punktepaares, welches harmonisch 
ist zu den Punktepaaren 23 und 45. Die dritte Gleichung 
endlich repräsentirt dasjenige Punktepaar, welches harmonisch 
ist zu den Punktepaaren 45 und 61. 

Da nun diese Gleichungen zugleich erfüllt werden, wenn man 

für F 2 , V V U V t 2 respective setzt aß, ^ii, 1, weil sie da- 
durch in die Gleichungen (19) übergehen, so können wir mit 
Rücksicht auf (7) den Satz aussprechen: 

(22) ... Wenn irgend sechs Punkte 1 2 ... 6 .auf einer 
geraden Linie gegeben sind, und man construirt drei 
Punktepaare, von welchen das erste harmonisch ist 
zu den Punktepaaren 12 und 45, das zweite harmo- 
nisch zu den Punktepaaren 23 und 56, das dritte 
harmonisch zu den Punktepaaren 34 und 61, so bil- 
den die drei construirten Punktepaare eine Invo- 
lution. 

Betrachten wir irgend vier Punkte 12 3 4 auf einer geraden 
Linie, die durch die vier ersten Gleichungen (9) gegeben seien, 
so können wir aus ihnen drei Gruppen von Punktepaareu 
12, 34; 23, 14 und 13, 24 bilden. Die Bedingungen, dass 
ein Punktepaar «, ß, ausgedruckt durch die Gleichungen 
V Q — a V v c= 0, F — ß V x = 0, harmonisch sei zu der letzten 
Gruppe 13, 24, stellen die Gleichungen dar: 

g — l t _ __ ft — X, . a — lj _ _ ß — lt 
a — X s ß— V « — h ß — V 

Multiplicirt man diese Gleichungen und dividirt sie durch 
einander, so erhält man: 
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(«-»i) («-y iß-h) (ß-i*) = (*-h) («-i«) (/»-*,) (P-aj 

( a _ Al ) («_A 4 ) (/*_*,) (0_1 3 ) = («_A 2 ) («_*,,) (£_*,) (jS _A 4 ) 

die Bedingungen der Involution des Punktepaares a ß mit der 
ersten Gruppe 12, 34, und der zweiten Gruppe 23, 14. Daraus 
entspringt der Satz: 

(23) . . . Beliebige vier Punkte auf einer geraden 
Linie bilden drei Gruppen von zwei Punktepaaren. 
Dasjenige Punktepaar, welches harmonisch ist mit 
jedem Punktepaare einer Gruppe, bildet eine Invo- 
lution mit den Punktepaaren der beiden anderen 
Gruppen; und dasjenige Punktepaar, welches mit 
zwei Gruppen eine Involution bildet, ist harmonisch 
mit jedem Punktepaare der dritten Gruppe. 

Es sei nun ■ a { ß x dasjenige Punktepaar, welches harmonisch 
ist sowohl mit dem Punktepaar 12 als mit dem Punktepaar 34 
der ersten Gruppe. Dieses Punktepaar a t ß t ist harmonisch 
nicht allein mit den genannten beiden Punktepaaren, sondern 
auch mit dem Punktepaar a ß, weil die Punktepaare 12, 34, aß 
eine Involution bilden. Wir haben daher den Satz: 

(24) . . . Beliebige vier Punkte auf einer geraden 
Linie bilden drei Gruppen von zwei Punktepaaren. 
Construirt man drei Punktepaare, von denen jedes 
harmonisch ist mit den Punktepaaren einer Gruppe, 
so sind je zwei construirte Punktepaare harmonisch. 

Mit diesem Satze werden wir uns in der folgenden Vorlesung 
eine geometrische Anschauung von der Auflösung biquadratischer 
Gleichungen verschaffen. 
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Siebente Vorlesung. 
Die Auflösung biquadratischer Gleichungen. 



Eine biquadratische Gleichung: 

(1) . . . a X* + a x X* + a 2 A 2 + ö 3 A + a 4 = 

mit den gegebenen fünf Coefficienten a auflösen, heisst bekannt- 
lich die vier Wurzeln X t , A 2 , A 3 , A 4 bestimmen, welche, für A in 
die Gleichung gesetzt, derselben genügen, oder die gegebene 
Gleichung in ihre Factoren zerlegen: 

(2) . . . a (A - X,) (X - X 2 ) (X - A 3 ) (X - A 4 ) = 0. 

Um mit dieser Gleichung eine geometrische Vorstellung zu 
verbinden, nehmen wir irgend zwei durch ihre Gleichungen 
A = und A x = gegebene Punkte als Fundamentalpunkte 
der geometrischen Anschauung. Jeder Punkt der geraden Linie, 
welche durch diese Punkte geht, wird durch die Gleichung dar- 
gestellt: 

(3) . . *. . . A - XA X = 0. 

Setzen wir den Werth von X aus dieser Gleichung in die 
Gleichung, welche wir erhalten, wenn wir einen der vier Fac- 
toren in (2) gleich setzen, zum Beispiel in die Gleichung 
X — X t = 0, so erhalten wir A^ — l 1 A t = 0, die Gleichung 
eines ganz bestimmten Punktes der geraden Linie. Dieser Punkt 
ist bestimmt durch die erste Wurzel X t der biqnadratischen Glei- 
chung (1). 

So entspricht jeder Wurzel der biquadratischen Gleichung 
ein Punkt der geraden Linie, und wir werden sagen, die biqua- 
dratische Gleichung (1) repräsentire vier bestimmte Punkte 
X t , A 2 , A 3 , A 4 , deren Gleichung aus (1) erhalten wird, wenn man 
den Werth von A aus (3) einsetzt. 

Die Bedingungsgleichung der Involution 

(A 4 -*i) ( X «-h) (*a-*5) + (h~h) (h-h) (1,-^=0 
von drei Punktepaaren A, A 2 ; A 3 A 4 ; A 5 A 6 , welche bekanntlich 
ungeändert bleibt, wenn man die Punkte eines Paares oder auch 
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ein Punktepaar mit einem anderen vertauscht, geht über in die 
in A quadratische Gleichung: 

(A-A 3 ) (A-A 2 ) (A 4 -A,) + (A- A 4 ) (A- A,) (A,-^) = 0, 
wenn man setzt A 5 = A 6 = A. Sie repräsentirt das Punktepaar 
aß, welches harmonisch ist sowohl mit dem Punktepaare X X X 2 
als auch mit dem Punktepaar A 3 A 4 . Denn man erhält die Glei- 
chungen dieses Punktepaares, wenn man in (3) für A die Wur- 
zeln a, ß der quadratischen Gleichung setzt. 

Auf diese Weise repräsentiren die drei Gleichungen: 

(A-A 3 ) (A- XJ (A 4 - X t ) + (X - A 4 ) (A-AJ (A 3 -A 2 ) = 

(4) . . (A-A,) (A-A 3 ) (A 4 -A 2 ) + (A-A 4 ) (A-A 2 ) (A t - A 3 ) = 

(A-A 2 ) (A-A,) (A 4 -A 3 ) + (l-l 4 ) (A-A 3 )(A 2 -A 1 ) = 

die drei Punktepaare aß; a x ß x \ <* 2 ß 2 » von welchen der letzte 
Satz der vorhergehenden Vorlesung handelte. Das erste Punkte- 
paar aß ist nämlich harmonisch mit X x A 2 und A s A 4 , das zweite 
a t ß { ist harmonisch mit A 2 A 3 und A t A 4 , das dritte ist harmonisch 
mit A 3 Aj und A 2 A 4 . 

Diese drei Gleichungen, welche unsymmetrisch sind in Rück- 
sicht auf sämmtliche Wurzeln A t A 2 A 3 A 4 der biquadratischen Glei- 
chung (1), lassen sich einzeln rational nicht bilden, wenn man jene 
Wurzeln nicht kennt. Da aber durch beliebige Vertauschungen 
der vier Wurzeln die drei Gleichungen entweder ungeändert blei- 
ben oder in einander übergehen, so wird das Produkt jener 
Gleichungen 

(5) C = 

bei allen möglichen Vertauschungen der vier Wurzeln der bi- 
quadratischen Gleichung ungeändert bleiben. Es wird C eine 
ganze Function des sechsten Grades in Rücksicht auf X, eine 
ganze symmetrische Function der Wurzeln der biquadratischen 
Gleichung (1) sein. 

Die Algebra lehrt ganze symmetrische Functionen der Wur- 
zeln einer algebraischen Gleichung durch die Coefficienten in 
derselben rational ausdrücken. Denken wir uns nun die von der 
Algebra vorgeschriebenen Regeln auf den vorliegenden Fall an- 
gewendet, so erscheinen in der Entwickelung von: 

(6) . . . C= c X« + c t l* + c 2 A* + c 3 A* + . . . + e 6 
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die sieben Coeföcienten c als bekannte rationale Ausdrücke der 
Coefficienten a in der gegebenen biquadratischen Gleichung. Wir 
werden deshalb, ohne die Rechnung durchzuführen, annehmen, 
dass die sieben Coefficienten c in der Gleichung (5), welche die 
drei Punktepaare aß> c^ft, a 2 ß 2 repräsentirt , ebenso bekannt 
seien wie die fünf Coefficienten a in der gegebenen biquadrati- 
schen Gleichung (1). 

Wir gehen nun darauf aus, die nunmehr bekannte Gleichung 
(5) C = 0, -flas Produkt der drei Gleichungen (4), ohne die 
Wurzeln der biquadratischen Gleichung (1) zu kennen, in die 
drei Gleichungen (4) zu zerlegen, die wir entwickelt so dar- 
stellen : 

l 2 — pX + q = 

(7) & -p i X + q i =0 

X 2 — p 2 X + q 2 =» 0. 

Dazu dient der Satz (24) der vorhergehenden Vorlesung, 
weicher aussagt, dass je zwei Punktepaare aß; a l ß l ; a 2 ß 2 
harmonisch sind und welcher algebraisch ausgedrückt drei Re- 
lationen zwischen den sechs Wurzeln der Gleichung (5) 6 7 =0 giebt. 
* Um diese drei Relationen aufzustellen, bemerken wir, dass: 

/fi\ « + ß=P «l+ßl=Pl «2 + 02=^2 

aß = q a t ß x = q t a 2 ß 2 = q v 

woraus sich sofort die drei Relationen ergeben: 

9\ — iPiP 2 +'92 = ° 

(9) ■• • 92 — i/>2 P + 9 = 

9 — ±PP\ + ?i = 0, 
welche eben ausdrücken, dass jedes der drei Punktepaare har- 
monisch ist mit jedem anderen von ihnen. 

Die Verhältnisse der Coefficienten c in C sind die bekannten 
symmetrischen Functionen der sechs Wurzeln aß a x ß t a 2 ß 2 der 
Gleichung C = 0, weiche sich nach (8) so ausdrücken lassen: 

-™=P + Pi + P* 
(10) ... c f —p x p 2 + p 2 p + PPx + 9 + 9\ + 92 

— *r =PPiP2 + 9(Pi +Pi) + 9\ (Pt +P) + 92(P + Pi)- 

c 
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Da man aber nach (9) hat: 

±q — —p x p 2 + p 2 p + pp x 

(11) 4 ?i= P\P2 ~ P%P + PPt 

4ft = PiP2 + PiP — PPn 

so kann man die vorhergehenden Gleichungen (10) bequemer so 
darstellen : 

— jr = P + Pi + P2 

(12) ... $ c f = p x p 2 + p 2 p + p Pi 

Hieraus bilden wir nun die kubische Gleichung: 

(13) . . . c 0j p 3 + c x p 2 + %c 2 p + |c 8 = 0, 

deren Wurzeln die gesuchten Coefficienten p p x p 2 in den qua- 
dratischen Gleichungen (7) sind. 

Um den Coefficienten q bequem durch den ihm entsprechen- 
den Coefficienten p auszudrucken, addiren wir die beiden aus 
(11) und (12) genommenen Gleichungen: 

±q = —p x p 2 + p 2 p + pp x 

t;r = PxPi + PiP + PPv 

multipliciren mit §- wie folgt: 

2c g + \ c 2 = c p (p x + p 2 ) 
und setzen für p x + p 2 den Werth aus der ersten Gleichung (12), 
wodurch wir erhalten: 

2<? ? + |c 2 = — c p 2 — c x p, 
weiche Gleichung mit Benutzung von (13) übergeht in: 

(14) c oV = \ c 2 + icsj- 

Wollten wir vermittelst dieser Gleichung p durch q aus- 
drücken und den Werth von p in die kubische Gleichung (13) 
einsetzen, so würden wir eine kubische Gleichung in q erhalten, 
deren Wurzeln die gesuchten Coefficienten q in den quadratischen 
Gleichungen (7) sind. Wir ziehen es jedoch wr, bei der einen 

Hesse, Analy t. Geometr. d. Ebene. J. ß 
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kubischen Gleichung (13) zu bleiben und die Coefficienten q der 
quadratischen Gleichungen (7) durch die ihnen entsprechenden 
Coefficienten p vermittelst (14) auszudrucken, welche die Wurzeln 
der kubischen Gleichung (13) sind. 

Wir haben es auf diese Weise erreicht, dass wir durch Auf- 
lösung der kubischen Gleichung (13), deren Coefficienten ganze 
rationale Functionen der Coefficienten der gegebenen biquadra- 
tischen Gleichung (1) sind, jede von den quadratischen Gleichun- 
gen (7) rational durch eine der drei Wurzeln der kubischen Glei- 
chung darstellen können, ohne die Wurzeln X der gegebenen 
biquadratischen Gleichung (1) selbst zu kennen. Es bleibt noch 
übrig zu zeigen, wie daraus die Wurzeln der biquadratischen 
Gleichung gefunden werden. 

Die erste quadratische Gleichung (7), deren Wurzeln a und ß 
sind, repräsentirt, wenn wir setzen: 

(15) .... A„ — ccA t = A; Aq — ßA x = B 

das Punktenpaar et, ß: 

(16) A = 0; B = 0. 

Diese beiden Punkte führen wir nun als die Fundamental- 
punkte an Stelle der früheren A = und A ] = ein, indem 
wir auf Grund von (15) setzen: 

(i7) A = ß -^¥; 4 = 4 



ß — a ' Ä l — ß-cc' 

Dadurch geht die Gleichung (3) irgend eines Punktes auf 
der geraden Linie, auf welcher die Fundamentalpunkte liegen, 
über in die Gleichung: 

(18) A — (iB = 0, 

indem man hat: 

(19) X = «£=«. . 

Durch Substitution des Werthes von X aus (19) in die ge- 
gebene biquadratische Gleichung (1) transformiren wir nun letz- 
tere in eine in f* biquadratische Gleichung, bezogen auf die Fun- 
damentalpunkte mß. 
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In dieser nach Potenzen von fi entwickelten Gleichung fehlen 
die beiden Glieder, welche die ungeraden Potenzen als Factoren 
haben. Da nämlich das Punktepaar A, X 2 harmonisch ist mit 
dem, Punktepaare aß, so stellen sich die Gleichungen der ersten 
Punkte in der Form dar: 

A — n t B = A + (i t B = 0, 
und ihr Produkt in der Form: 

(20) ^-^2 = 0," 

wenn man für -=- nach (18) fi setzt. 

Ebenso wird das mit aß harmonische Punktenpaar A 3 il 4 re- 
präsentirt durch eine Gleichung von der Form: 

(21) . *»- f.,» = 0. 

Da aber das Produkt der Gleichungen (20) und (21) die vier 
Punkte der gegebenen biquadratischen Gleichung repräsentirt, so 
sieht man, dass die durch die Substitution von (19) transformirte 
biquadratische Gleichung die Form hat: 

(22) b ol i* + b 2( i* + b 4 = 0. 

Diese in fi 2 quadratische Gleichung wird man nun aufzulösen 
und ihre vier Wurzeln nach einander in (19) einzusetzen haben, 
um die gesuchten Wurzeln X der gegebenen biquadratischen 
Gleichung (1) zu erhalten. 

Die vier Wurzeln der gegebenen biquadratischen Gleichung 
(1) stellen sich auf diese Weise dar als Ausdrucke einer einzigen 
Wurzel der kubischen Gleichung (13), während man gewohnt ist, 
bei Auflösung biquadratischer Gleichungen alle drei Wurzeln der 
kuhischen Gleichung, auf welche das Problem zurückführt, gleich- 
massig zu verwenden. Wir lassen deshalb noch eine zweite Auf- 
lösungsart folgen. 

In dieser Absicht drücken wir die bekannte Eigenschaft des 
Punktepaares a ß, dass es sowohl mit dem Punktepaare X t k 2 
ab mit dem Punktepaare A 3 A 4 harmonisch ist, durch die Glei- 
chungen au»: 

k h — i (*i + h) P + q = 

h h - i (*3 + h) P + 9 = P- 

6* 



(23) . 
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Durch Addition erhalten wir: 

K *2 + *3 *4 = — i T P — 2 ?> 

und wenn wir für q seinen Werth (14) setzen: 
(24)... ^ + ^ = -'^-1.4-1.4.1. 



(25) . . . 



Wir haben ferner die Werthe der symmetrischen Functionen : 

-2a 



1,2 + ^2 + ij2 + J 4 2 _ «.'-2*0«, 



-2{x i X 2 + X l X 3 +...X 3 X 4 }=-*^. 

Multipliciren wir nun die Gleichung (24) mit 4 und addiren 
sie zu (25), so wird die Summe: 

JA t + X 2 - X z - A 4 } 2 = u{e'p + e + ^ 1}, 
wenn wir, um abzukürzen, setzen: 
16*' = —2-^ 
(26) 16 e = - £ S + ftLn^ft 

und daher: 

(27) . . . X t + X 2 - X z - X 4 = ±)/{ep + e + e x ±}. 

Wir stellen nun die Gleichungen zusammen, deren Summe 
oder Differenz die Wurzeln X der biquadratischen Gleichung (1) 
geben: 

A 1 + A 2 + A 3 + A 4 =-4.£l 

Aj + A 2 — X s — X 4 = 4 y\fp + e + *iy} 

*i — h — *3 + h = 4 7r'Pi + e o + e i JJ 

X i —X 2 + X B — X 4 = 4 y{e'p 2 +e + e x j^. 

Die erste Gleichung ist der bekannte Ausdruck für die Summe 
der Wurzeln der gegebenen biquadratischen Gleichung (1). Die 
zweite Gleichung, aus (27) genommen, ging aus der Betrachtung 
des Punktepaares aß hervor, welches der Wurzel p der kubi- 
schen Gleichung entspricht. Ebenso gehen die beiden letzten 



(28) 
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Gleichungen aus der Betrachtung der Punktenpaare a t ß t und a 2 ß 2 
hervor, welche den beiden letzten Wurzeln p x und p 2 der kubi- 
schen Gleichung entsprechen. 

Ganz willkürlich sind die Vorzeichen der drei Quadrat- 
wurzelgrössen in (28) nicht. Denn man erhielte eben acht Wur- 
zeln der gegebenen biquadratischen Gleichung (1), wenn man die 
Vorzeichen beliebig wählen wollte. Es bleibt daher noch übrig, 
die Wahl der Vorzeichen durch eine geeignete Bedingung einzu- 
schränken. 

Wir bemerken zu diesem Zwecke, dass, wenn wir die drei 
letzten Gleichungen (28) mit einander multipliciren, das Produkt 
auf der linken Seite der resultirenden Gleichung eine symme- 
trische Function der Wurzeln der biquadratischen Gleichung ist, 
die sich durch die Coefficienten der Gleichung rational ausdrücken 
lässt. Bezeichnen wir nun diesen Ausdruck, dessen Vorzeichen 
unzweifelhaft ist, mit D, so haben wir die gesuchte Bedingung: 

(29) D=Uj/{e'p+ e +e i ^}j/{e' Pl +e +e 1 ßj/{e'p 2 +e +e l ß, 

nach welcher das Vorzeichen einer Quadratwurzel bestimmt wird 
durch die beiden anderen, weiche willkürlich bleiben. 

Es kann genügen, in dem Vorhergehenden die Möglichkeit 
der Auflösung der biquadratischen Gleichung nach der kubischen 
Gleichung auf dem vorgezeichneten Wege eingesehen zu haben. 
Der wirklichen Ausführung stellt sich die Schwierigkeit entgegen, 
die symmetrische Function C in (6) der Wurzeln der biquadra- 
tischen Gleichung durch die Coefficienten in der letzteren aus- 
zudrücken. Diese Schwierigkeit lässt sich auf dem gewöhnlichen 
Wege nur durch unerquickliche Rechnungen überwinden. Da es 
aber doch interessant ist, zu sehen, wie unsere Auflösung der 
biquadratischen Gleichung (1) übereinstimmt mit der bekannten 
Auflösung in dem Falle, wo a ö = 1, a t = ist, so geben wir 
die Werthe der vier ersten Coefficienten c in der Gleichung 
C = für den angegebenen Fall ohne Beweis: 

(30) .... * 

*) Wenn man in dem linken Theile der biquadratischen Gleichung 

(1) für X setzt — und mit y 4 multiplicirt, so erhält man eine homogene 
ff 
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Setzt man diese Werthe der Coefficienten c in die kubische 
Gleichung (13), so erhält man: 

(31) ... - a 3 p 3 + (« 2 2 - 4a 4 ) p 2 + 2a 2 a,p + a* = 0. 
Es wird ferner, da a = 1, a { = aus (25): 

(32) *' « 0, e = 0, « f = 5-, 

und wenn man setzt: 

(33) ... p = £. 

so geht die kubische Gleichung (31) über in: 

(34) . . . P3 + f| P 2 + <tt=^* p _ g = o, 

während die Gleichungen (28) die Gestalt erhalten: 

*i + *2 + *3 + h = ° 
m K + V- *3 - h = ±V* 

*i — h - h + *4 = 4/^ 
A t — A 2 + A 3 — A 4 = 4j/^, 

indem P P { P 2 die Wurzeln der kubischen Gleichung (34) be- 
deuten. 

Dieses sind die bekannten Auflösungen der gegebenen bi- 
quadratischen Gleichung (1), wenn a = 1, a x = 0. 



Function u der Variabein x, y vom vierten Grade. Bezeichnet man 
hierauf mit v und w die Ausdrücke: 



.((Pu &u (Pu cßu *l 

"~~ *° \rfa: 2 dy* dx dy dx dy / 

* ( du dv du dv "I 

* \ da? rfy rfy da? /' 



so wird, wenn man setzt x = l, y = 1 ; u> = gerade die Gleichung 
C =3 selbst in dem allgemeinen Falle , wenn die fünf Coefficienten a 
in der biquadratischen Gleichung (1) irgend welche Werthe haben. 

Aus der so gebildeten Gleichung w = sind jene Werthe (30) der 
fünf Coefficienten c berechnet. Crelles Journal Bd. 52. p. 4. 

Den Beweis zu geben beabsichtiget diese Anmerkung nicht. Sie 
soll nur dienen neben dem Hinweis auf neuere Untersuchungen als 
Controlle der Rechnung. 
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Um die Vorzeichen der drei Quadratwurzeln richtig zu be- 
schränken, diente die Gleichung (29), in welcher D das Produkt 
der linken Theile der drei letzten Gleichungen (28) oder (35) 
bedeutet. Setzt man für die negativen Glieder in jedem dieser drei 
Factoren von D die entsprechenden positiven Glieder vermittelst 
der ersten Gleichung (35), so wird: 

D = 8 fa + Xj (X x +l d ) (l t + lj, 

und nach Potenzen von X t entwickelt: 

g~ = *i 4" (*2 H" *3 t" A 47 A l "f" ( A 2 A 3 ' *2 A 4 "I" A 3 ^4) A l "I" A 2 A 3 A 4* 

Da nun die Summe der beiden ersten Glieder der Ent- 
wickelung nach der ersten Gleichung (35) verschwindet, so 
haben wir: 

■g = A| A-2 A 3 + A 2 A 3 A 4 + A 3 A 4 Aj + K^ X^ A 2 != — <* 2 , 

und die Gleichung (29) geht über in: 

(36) - a ^ = T/p-]/p;j/p 2 . • ' 



Achte Vorlesung. 
Linienpaare und Punktepaare. 



Nachdem wir in den vorhergehenden Vorlesungen Linien- 
systeme und Punktesysteme betrachtet haben, von welchen jede 
gerade Linie und jeder Punkt durch seine Gleichung analytisch 
ausgedrückt wurde, so haben wir in der sechsten Vorlesung den 
Anfang gemacht, Punktepaare und Linienpaare, jedes Paar durch 
eine Gleichung darzustellen. Man wird den Vortheil der neuen 
Ausdrucksweise nicht für gering achten, wenn man sich die daraus 
gezogenen Resultate der letzten Vorlesungen vergegenwärtigt. 

Um aus der genannten Ausdrucksweise weiteren Vortheil zu 
ziehen, nimmt diese Vorlesung denselben Gegenstand zur aus- 
führlichen Discussion wieder auf. Es w r erden sich bei dieser Ge- 
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legenheit dieselben Fragen freilich wieder erheben, welche wir 
bereits beantwortet haben. Da aber die Voraussetzungen hier 
eben andere sind, so werden auch die Antworten darauf ein ganz 
anderes Gewand tragen, in welchem sie den früheren wenig ähn- 
lich sehen. Doch das ist eben das Wesen der Mathematik, dass 
sie zeigt, was gleich ist, so verschieden es auch in der Form 
sei, und was ungleich ist. Hätten wir ein bewiesenes Criterium 
dafür, was gleich ist, was ungleich, so brauchten wir nur die 
Resultate dieser Vorlesung niederzulegen; die Beweise würden 
sich aus jenem Criterium von selbst ergeben. 

Wir wiederholen, dass das Produkt der Gleichungen von 
zwei geraden Linien das Linienpaar, und dass das Produkt der 
Gleichungen von zwei Punkten das Punktepaar analytisch dar- 
stellt. Diese Gleichungen sind entwickelt von der Form: 

(1) . . . a 00 x 2 + 2a 0l xy + a n y 2 + 2a 02 x + 2a l2 y+a 22 = 0. 

(2) . . . a 0Q u 2 + 2a 0l uv + a n v 2 + 2a 02 u + 2a l2 v + a 22 = 0. 

Es werden aber nicht alle Gleichungen von dieser Form 
Linienpaare oder Punktepaare darstellen. Die Bedingung, dass 
sie Linienpaare oder Punktepaare ausdrücken, ist, dass die Aus- 
drücke zweiter Ordnung links von dem Gleichheitszeichen sich 
in lineare Factoren zerlegen lassen. Welches auch die linearen 
Factoren seien, in welche der Ausdruck (1) links vom Gleich- 
heitszeichen zerfällt, das Produkt wird immer die Form annehmen 
können : 

(3) . . . X (u x + v y + 1) (u t x + v t y + 1). 

Soll aber dieses Produkt jenem Ausdrucke (1) gleich sein, 
so müssen die Coefficienten der Potenzen und Produkte der 
Variabein in (1) den entsprechenden Coefficienten in der Ent- 
wicklung des Produktes gleich sein. Setzen wir die einen den 
anderen gleich, so erhalten wir sechs Gleichungen zwischen den 
fünf Unbekannten X u v u t v v Fünf von diesen Gleichungen 
bestimmen die fünf Unbekannten. Setzen wir die Werthe der- 
selben in die sechste Gleichung, so erhalten wir die Bedingung 
zwischen den Coefficienten in (1), welche erfüllt sein muss, wenn 
jene Gleichung (1) ein Linienpaar darstellen soll. Wir können 
uns daher die Aufgabe stellen: 
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Die Bedingungsgleichung zwischen den sechs 
Coefficienten a in der Gleichung (1) oder (2) zu fin- 
den, weiche erfüllt sein muss, wenn diese Gleichun- 
gen ein Linienpaar oder ein Punktepaar darstellen 
sollen. 

Zu diesem Zwecke vertheilen wir die oben erwähnten sechs 
Gleichungen in drei Systeme von drei Gleichungen: 

«00=2-( w l w + W w l) «01= 2 ^ lW ° + Vi) «02= 2 fa> + U ^ 
«01=2 ^ + Vi) «11= 2-(*l*0 + *0*l) Ä 12= 2 K + v l) 
«02=2 («1 +W ° ) Ä 12 s =2 ( V l + V ) «22=2 i 1 + 1 )' 

Bezeichnen wir nun mit x t und y t die Coordinaten des 
Punktes, in welchem sich die beiden durch (1) dargestellten ge- 
raden Linien schneiden, so haben wir: 

u x x + v y l + 1=0 

M i*i + *>i#i + 1 = 0. 
Multipliciren wir hierauf die Gleichungen jedes der drei Systeme 
der Reihe nach mit x t y { 1 und addiren, so erhalten wir mit 
Berücksichtigung der beiden letzten Gleichungen: 

«00*1 + «01 yi + «02 = ° 

( 4 ) «01*1 + «1101 + «12 = ° 

«02*1 + «12 01 + «22 = °> 

woraus durch Elimination von x t und y t die gesuchte Bedingungs- 
gleichung hervorgeht: 

(5) . . ö 0«ll«22 + 2 «01«02«12"~«00«12 2 «11 «02 2 ~" «22«01 2 = °- 

Der Au sdrjuck (3) ändert nur seine Form, wenn man in ihm 
von dem ersten linearen Factor den Ausdruck u Q x t + v y t + 1=0 
undvon dem zweiten linearen Factor denAusdruck u i x l +v { y i + l==0 
abzieht. Dadurch nimmt er aber die Gestalt an: 

l |w (x — x x ) + v (y — y,) j {t^ (x — x t ) +v { (y — yj J. 

Ersetzt man in der Entwicklung dieses Ausdruckes nach den 
Differenzen x — x t und y — y t die schon erwähnten 5 Unbe- 
kannten mittelst der obigen drei Systeme Gleichungen durch die 
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Coefficienten in (1) und bemerkt, dass dieser Ausdruck dem Aus- 
drucke (1) links vom Gleichheitszeichen äquivalent ist, so sieht 
man, dass unter der Bedingung (5), welche sagt, dass die Glei- 
chung (1) ein Linienpaar darstelle, diese Gleichung (1) sich auf 
die Form zurückführen lässt : 

«oo («— *i) 2 + 2 «oi (* — *i) (y— y\) + a u (y— yi) 2 = °- 

Da die Gleichung (2) unter der Bedingung (5) eine ähnliche 
Umformung zulässt, so können wir kurz sagen: 

Wenn die Gleichungen -(1) und (2) respective ein 
Linienpaar oder ein Punktepaar darstellen, was un- 
ter der Bedingung (5) immer zutrifft, so lassen sich 
diese Gleichungen auf die Form zurückführen: 

(6) . . . a 00 (x — x v ) 2 + 2 « 01 (x—xj (y — >y t ) + a n (y—y t ) 2 = 

(7) . . . a 00 (u — u l ) 2 + 2a 0i (u—u i )(v--v i )+a n {v—v l ) 2 = O. 

In diesen Gleichungen bedeuten die Grössen x t und y v die 
durch zwei von den Gleichungen (4) definirt sind, die Coordinaten 
des Schnittpunktes der beiden Linien (1), und u t und v t die 
Coordinaten der geraden Linie, welche durch das Punktepaar (2) 
geht und welche sich aus irgend zwei von den folgenden drei 
Gleichungen berechnen lassen: 

«00*1 + «01*1 + «02 = O 

(8) \ «oi u i + a n v i + a 12 =2 O 

«02 U i + «12*1 + «22 = °- 

Den Winkel v zu bestimmen, welcher von dem 
durch die Gleichung (1) unter der Bedingung (5) ge- 
gebenen Linienpaar gebildet wird. 

Wählen wir für die linearen Factoren, in welche der Aus- 
druck der zweiten Ordnung links vom Gleichheitszeichen in (1) 
zerfällt, ihre Normalformen, so können wir für den Ausdruck (3) 
auch setzen: 

(i (x cos a + y cos ß — S) (x cos a t + y cos ß t — ö x ) 
und wir haben: 

«oo === f 1 C0S(X COSOf i 2a 01 = (i (cos cc cosß, + cosjS coscq) 
a xl = (i cos ß cos ß v 
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Addiren wir die erste und die letzte von diesen Gleichungen, 
so -wird : 

«oo + «11 = f* cos *• 
Quadriren wir die zweite Gleichung und ziehen das vier- 
fache Produkt der ersten und dritten Gleichung ab, so erhal- 
ten wir: 

4 (a 01 2 — «oo «n) ~ P 2 (cos« cos ß x — cosofj co&ß) 2 
oder : 

2 K(«oi 2 — «00 «ll) = P sin *>• 
Aus den gefundenen Werthen von cos v und sin v setzen wir nun 
die Tangente des gesuchten Winkels zusammen: 

(9) tang* =2 y ^-" a ^'\ 

a oo T^ ö n 

Da v = ist, wenn a 01 2 — a 00 a u = 0, und v = y , wenn 
«oo + «n = 0, so können wir dieses auch so ausdrücken: 

Die Gleichung (l) stellt unter der Bedingung (5) 
ein paralleles Linienpaar dar, wenn a 01 2 — a 00 a H :=:0. 

Wenn in der Gleichung eines Linienpaares die 
Summe der Coefficienten von x 2 und y 2 verschwindet, 
so stehen die* geraden Linien auf einander senkrecht. 

Sind zwei Linienpaare, die von demselben Punkte x x y t aus- 
gehen, gegeben durch ihre Gleichungen: 

(10) . . a 00 {x — xj 2 + 2a 0i {x— x { ){y — y x ) + a n (y— y x ) 2 = 

(11) . . 6 o(*— *i) 2 + 2 *oi (*-*i)(y— *i) + &u(y— ^i) 2 = 0, 

so nehmen diese Gleichungen die Form der Gleichungen (1) und 

(2) in der sechsten Vorlesung an, wenn man setzt x — x x = V {) 
und y — y x = V x . Die dort angegebene Bedingungsgleichung 

(3) für harmonische Linienpaare überträgt sich hier wie folgt: 

Die Linienpaare (10) und (11) sind harmonisch 
unter der Bedingung: 

(12) .... a 00 b n — 2a 0l b 0l + a n b 00 = 0. 

Solleu die durch (11) ausgedrückten geraden Linien auf einander 
senkrecht stehen, so muss sein: 
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*oo + *n = 
und beide Bedingungen müssen erfüllt sein, wenn das Linienpaar 
(11) die Winkel halbirt, welche das Linienpaar (10) bildet. Be- 
rechnen wir nun die Verhältnisse der Coefficienten b aus den 
beiden Bedingungsgleichungen und setzen ihre Werthe in (11) 
ein, so ergiebt sich das Resultat: 

Die von dem Linienpaare (10) gebildeten Winkel 
werden halbirt von dem Linienpaare: 

(13) .. ( a ._ afl )»-.<f-^) (a ._ a .J( y _ y) _ ( y_ y) . == 0. 

"Ol 

Aus dem Umstände, dass diese Gleichung ungeändert bleibt, 
wenn man für « 00 und a n respective setzt a 00 — X und a n — X, 
schliessen wir Folgendes: 

Alle Linienpaare, deren Winkel von denselben 
beiden geraden Linien halbirt werden, stellen sich 
analytisch, mit dem willkürlichen Factor l, in der 
Form dar: 

tu) a °° ( a? " -a? i)* + 2a oi ( x — x i) (y—yi) + a u (y—yi) 2 

Wir erweitern den angegebenen Satz, wenn wir sagen: 

Alle Linienpaare, welche harmonisch sind mit 
einem bestimmten Linienpaare, stellen sich analy- 
tisch, mit dem willkürlichen Factor X, in der Form 
dar: 

«oo («— *i) 2 + 2 «oi (*— *i) {y—yd + «ii {y—yi? 
(1 ) -*{M*-*i) 2 + 2M*-*i)(y^^ 

Je drei solcher Linienpaare bilden nach der Definition eine 
Involution. Ihre Gleichungen unterscheiden sich von der Glei- 
chung (15) nur durch die Werthe X X t X 2 , welche der willkür- 
liche Factor X annimmt. 

Welches auch die Werthe von X~ X { X 2 seien, man wird drei 
Constanten c c L c 2 der Art bestimmen können, dass: 
c o + c i + c 2 = O 

c 0*0 + c l*l + € 2*2 = °- 
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Multiplicirt man nun die Gleichungen der drei Linienpaare mit 
c c t c 2 und addirt, so sieht man, dass auf Grund der eben an- 
gegebenen beiden Gleichungen die Summe identisch wird, was 
nach Satz (8) der sechsten Vorlesung, der, wie dort angegeben, 
ebenso für Linienpaare als für Punktepaare gilt, eben das Cri- 
terium ist für drei Linienpaare der Involution. 

Betrachten wir als speciellen Fall von (14) Linienpaare, 
welche von dem Coordinatenanfangspunkt ausgehen und deren 
Winkel von denselben beiden geraden Linien halbirt werden: 

(16) . . . a 00 x 2 + 2a n xy + a n y 2 — X{a? + y 2 ) = 0,^ 

so erhalten wir die Gleichung des genannten Halbirungspaares 
aus (13), wenn wir in dieser Gleichung x t = y x = setzen. 
Es ist aber bisweilen nützlich, auch die Gleichung jeder einzel- 
nen Halbirungslinie zu kennen. Um diese kennen zu lernen, 
bemerken wir, dass die Gleichung (16) eine von den Halbirungs- 
linien doppelt darstellt, wenn der Ausdruck (16) links vom 
Gleichheitszeichen ein vollständiges Quadrat wird, mit anderen 
Worten, wenn ipan identisch hat: 

(«oo — *) x2 + 2a oi x y + Ki — *) f = («* + by) 2 . 
Diese identische Gleichung bedingt folgende drei Gleichungen : 
«oo ~~ * == « 2 a 01 = afc äjj — X = b 2 , 
aus welchen wieder die beiden identischen Gleichungen hervor- 
gehen : 

. Ko — *) x + Ä oi y = a ( ax + b v) 

a 0l x + {a n — X) y = b {ax + by). 
Bemerken wir nun, dass ax + by = die Gleichung der 
Halbirungslinie des einen Winkels ist, so sehen wir aus den letz- 
ten identischen Gleichungen, dass diese Halbirungslinie sich durch 
zwei Gleichungen: 

"/ 17 j ^ ^ m Ko — X) x + a 01 y = 

a l0 x + (a n — X) y = 

gleichmässig ausdrücken lässt, woraus wiederum folgt, dass der 
Werth von X, welcher die linke Seite der Gleichung (16) zu 
einem vollständigen Quadrat macht, der aus der Elimination von 
x und y aus (17) hervorgehenden Gleichung genügen muss: 

(18) (« 00 - X) (a n - X) - V = 0. 
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Diese quadratische Gleichung hat zwei Wurzeln, welche, für X in 
(16) eingesetzt, den Ausdruck links vom Gleichheitszeichen in ein 
vollständiges Quadrat verwandeln. 

Sind X und.Aj die Wurzeln der quadratischen Gleichung (18), 
so hat man die Gleichung der Halbirungslinien der Winkel: 

(«oo — K) * + a oiy = ° («oo — x i) x + a oiy = °> 

oder in einer zweiten Form: 

«oi* + («n — *o) y = O a 01 x + (a n - X t ) y = O. 
Multiplicirt man die beiden ersten Gleichungen oder die beiden 
letzten Gleichungen und drückt in der Entwickelung des Pro- 
duktes die Summe und das Produkt der Wurzeln durch die 
Coefßcienten in der Gleichung (18) aus, so erhält man wieder 
die Gleichung (13), in welcher x t = y t = 0. 

Es verdient bemerkt zu werden, dass der Ausdruck: 

(«oo + «u) 2 — 4 («oo«n — «Ol 2 )» 
welcher bei Auflösung der quadratischen Gleichung (18) unter 
das Quadratwurzelzeichen zu stehen kommt, immer positiv ist, 
weil er die Summe von zwei Quadraten ist: 

4 «oi 2 + («oo — «n) 2 - 
Deshalb sind die Wurzeln der quadratischen Glei- 
chung (18) immer reell und mit ihnen die zuletzt angegebe- 
nen Gleichungen der einzelnen Winkelhalbirungslinien , gleichviel, 
ob die Gleichung (16) in reelle oder imaginäre Factoren zerfällt. 
Dieses drücken wir so aus: 

Jedes Paar selbst imaginärer gerader Linien, 
dessen Gleichung von reeller Form ist, hat ein Paar 
reelle, Winkelhalbirungslinien. 

Die entsprechenden Aufgaben für Punktepaare, welche wir 
für Linienpaare gelöset haben, verlangen eine etwas verschiedene 
Behandlung. Es existirt eben nicht eine vollständige Analogie 
zwischen Punkten und geraden Linien in der Ebene. Die voll- 
ständige Analogie besteht auf der Kugeloberfläche zwischen Punkt 
und grösstem Kreis, und nur, weil ein unendlich kleiner Theil der 
Kugeloberfläche als eine Ebene und der grösste Kreis in ihr als 
eine gerade Linie betrachtet werden kann, haben wir auch 
eine Analogie zwischen Punkt und gerader Linie in der Ebene, 



Digitized by VjOOQ IC 



Linienpaare und Punktepaare. 95 

die aber aufbort, wenn die Ebene in ihrer weiteren Ausdehnung 
sich nicht mehr als ein kleiner TheiJ der Kugeloberfläche be- 
trachten lässt. Die erwähnte Verschiedenheit tritt schon bei der 
folgenden Aufgabe zu Tage. 

Die Entfernung D der beiden Punkte zu bestim- 
men, welche durch die Gleichung (2) unter der Be- 
dingung (5) gegeben sind. 

Sind a b und a t b x die Coordinaten der durch die Gleichung 
(2) gegebenen Punkte, so muss sich der linke Theil der Glei- 
chung (2) in die Factoren auflösen lassen: 

X (au + bv + 1) (a t u + b { v + 1). 
Daraus ergeben sich die sechs Gleichungen: 

ö 00 = Xaa t 2a 01 = k(ab t + a^b) a n = Xbb t 

2a 02 == X(a + a t ) 2a 12 = X (b + *i) a 22 = X. 

Aus diesen Gleichungen setzen sich nun ohne Schwierigkeit die 
folgenden zusammen: 

4 (V ~ %> ö n) = P{ ah i — a i b ) 2 
4 (a 02 2 — a Q0 a 22 ) — X 2 (a — a x ) 2 

4(« lt »- a n a 22 ) = X 2 (b - b t ) 2 . 
Bemerkt man nun, dass D 2 = (a — a t ) 2 + (b — 6,) 2 und X = a n , 
so erhält man aus den beiden letzten Gleichungen durch Addition : 

(19) . . . D 2 = ^{(«02 2 — ö 00«22) + («12 2 — «11 «22)}- 

Auch die erste von den drei Gleichungen ist einer geome- 
trischen Deutung fähig. Bezeichnet man nämlich mit 4 den In- 
halt des Dreiecks, dessen Ecken die gegebenen Punkte (2) und 
der Coordinatenanfangspunkt sind, so erhält man aus jener 
Gleichung: 

(20) A = ^KKi 2 - «„«„)• 

Beide Formeln beweisen den Satz: 

Wenn in der Gleichung eines Punktepaares das 
ganz constante Glied verschwindet, so liegt einer der 
beiden Punkte im Unendlichen. 
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Aus der ersten Formel folgt ferner, dass die durch die 
Gleichung (2) gegebenen Punkte unter der Bedingung 
(«02 2 ~" a oo a 22) + («12 2 — «n«22) == zusammenfallen. 

Die letzte Formel beweiset, dass die Verbindungs- 
linie der durch die Gleichung (2) gegebenen Punkte 
durch den Coordinatenanfangspunkt geht, wenn 
«oi 2 — «oo «n = 0. 

Die Gleichungen von zwei Punktepaaren auf derselben ge- 
raden Linie, deren Coordinaten w 1 v t sind: 

(21) . . a Q0 (u— u i? + 2 «oi(" — u i) ( v ~ v \) + a n( v — v i) 2 = 0, 

(22) . . b 00 (u-u^ + 26 01 ( W - Wl ) (v-vj + b n (v-v^ = 0, 

werden von der Form der Gleichungen (1) und (2) in der 
sechsten Vorlesung, wenn man setzt u — u v = F und 
v — v ± = V v Die dort unter (3) aufgeführte Bedingung für 
harmonische Punktepaare überträgt sich hier wie folgt: 

Zwei Punktepaare (21) und (22) auf derselben ge- 
raden Linie sind harmonisch unter der Bedingung: 

(23) «oo & n — 2 ö oi 6 oi + «ii^oo — 0. 

Von dem Punktepaare (22) liegt ein Punkt im Unendlichen, wenn : 

*ooV + S&Qiti^ + b ix vf c= 0. 
Wenn beide Bedingungen zugleich erfüllt werden, so halbirt der 
eine von den Punkten (22) die Verbindungslinie der beiden durch 
die Gleichung (21) gegebenen Punkte. Berechnet man daher die 
Verhältnisse der drei Coefficienten b aus den beiden Gleichungen 
und setzt sie in die Gleichung (22), so erhält man die Gleichung 
desjenigen Punktepaares, von welchem der eine Punkt die Ver- 
bindungslinie des Punktepaares (21) halbirt, der andere auf dieser 
Linie im Unendlichen liegt. Daraus schliessen wir, dass die so 
erhaltene Gleichung sich in zwei Factoren zerlegen lassen muss, 
von welchen der eine (uv t — u x v) sein wird. Denn setzt man 
diesen Factor gleich O, so hat man die Gleichung des genannten 
Punktes im Unendlichen. Lässt man diesen Factor fort, so er- 
hält man die Gleichung des Punktes, der jene Verbindungslinie 
halbirt, 'wfe sie der folgende Satz angiebt: 
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Die Verbindungslinie des durch die Gleichung (21) 
gegebenen Punktepaares wird durch den Punkt hal- 
birt, dessen Gleichung ist: 

(24) a 00 u { (t#— u t ) + a 01 {^(w— u { )+ u x [v—vjj + a 11 e; 1 (t;--t; 1 )=0. 

Die Bemerkung, dass diese Gleichung (24) ungeändert bleibt, 
wenn man für « 00 a Qi a n respective setzt a 00 — Xv t 2 y a Qi + Xu t v v 
a n — Xu t 2 dient als Beweis des folgenden Satzes: 

Alle Punktepaare auf derselben geraden Linie, 
deren Verbindungslinien von einem und demselben 
Punkte halbirt werden, stellen sich analytisch mit 
dem willkürlichen Factor X in der Form dar: 

/ORN «00 ( w — w i) 2 + 2fl 01 ( w — u i) (* — *l) 

[ } ' ' ' + «ii (v - v t ) 2 — X {u Vi - u t v) 2 = 0. 

Als eine Erweiterung dieses Satzes ist der folgende zu be- 
zeichnen: 

Alle Punktepaare auf derselben geraden Linie, 
welche harmonisch sind mit einem bestimmten Punkte- 
paare, stellen sich analytisch mit dem willkürlichen 
Factor A in der Form dar: 

«oofa— Wi) 2 + 2a 01 (w— u t ) [v — v t ) + a L1 (v— v ± ) 2 

(26) -l{*w(«-Ui) 2 + Moi(u-«i)(v-Vi) + ^ 

Der Beweis ist gleich dem des obigen entsprechenden Satzes, 
welcher von der Gleichung (15) handelte. 



Neunte Vorlesung. 
Homogene Coordinaten. Dreieckcoordinaten. 



Wenn A =: und A x = die Gleichungen zweier durch 
ihre Coordinaten <r , y und x 1$ y t gegebenen Punkte in der 
Normalform sind, so stellt die Gleichung: 

4r — XA t =r 

Hesse, Analyt. Geometr. d. Ebene. I. 7 
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mit dem willkürlichen Factor X jeden beliebigen Punkt dar auf 
der Verbindungslinie der beiden gegebenen Punkte. Bringt man 
die letzte Gleichung auf die Normalform durch Division mit dem 
Factor' (1 — X), um von der Gleichung dieses Punktes zu seinen 
Coordinaten x, y überzugehen, welche nach der Division die 
Coefficienten der Variabein sind, so hat man: 

„ Xq — Xx L y — Xy { 

x — i -i y - i-x - 

Wir wollen beiläufig bemerken, dass durch Elimination von 
X aus diesen beiden Gleichungen mit Rücksicht auf (3) der 
ersten Vorlesung man die Gleichung 2^ = der geraden 
Linie erhalten muss, welche durch die gegebenen beiden 
Punkte geht. 

Die Coordinaten eines beliebigen Punktes einer geraden 
Linie stellen sich hiernach als Brüche dar mit demselben Nen- 
ner, deren Zähler und Nenner lineare Ausdrücke einer Variabele 
X sind. 

Analoge Ausdrücke kann man erhalten für die Coordinaten 
einer geraden Linie, welche beliebig durch den Schnittpunkt 
zweier durch ihre Coordinaten gegebenen geraden Linien gelegt 
ist. Auch diese Ausdrücke sind lineare Brüche mit gleichem 
Nenner. 

Die Rechnung mit Brüchen der . angegebenen Art vermeidet 
man aber in dem ersten Falle durch Einführung der homogenen 
Coordinaten #, y, z eines Punktes an Stelle der rechtwinkligen. 
Wir werden zu diesem Zwecke irgend drei Grössen x, y, z, 

deren Verhältnisse — , — die gebräuchlichen rechtwinkligen Co- 
ordinaten eines Punktes ausdrücken, die homogenen Coordi- 
naten, oder auch bloss die Coordinaten des Punktes nennen. 

Die gegebenen homogenen Coordinaten eines Punktes be- 
stimmen hiernach den Punkt zwar unzweideutig, aber durch den 
gegebenen Punkt sind seine homogenen Coordinaten x, y, z nicht 

bestimmt, sondern nur die Verhältnisse derselben — , — . Sie 

z z 

stellen denselben Punkt dar, wenn ihre Verhältnisse ungeändert 
bleiben. Es giebt also unendlich viele Systeme homogener Coor- 
dinaten x, y, z, welche einen und denselben Punkt darstellen; 
ihre Verhältnisse ändern sich jedoch nicht für einen und den- 
selben Punkt. 
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Durch Einfuhrung der homogenen Coordinaten an Stelle der 
rechtwinkligen wird die Gleichung einer geraden Linie: 

Ax + By + C = 0, 

wenn man für x und y setzt — und — und mit z multiplicirt, 

homogen: 

Ax + By + Cz — 0. 

Da aber die homogene Gleichung einer geraden Linie über- 
geht in die allgemeine Form der Gleichung der geraden Linien, 
wenn man in ihr z = 1 setzt, so leuchtet es ein, dass man mit 
den homogenen Gleichungen von geraden Linien ebenso operiren 
kann, wie mit den allgemeinen Gleichungen der geraden Linien. 

Sind zum Beispiel die Gleichungen von vier geraden Linien 
in der homogenen Form gegeben: 

V = U x = ü — XU t = U — tiU t = 0, 

so schneiden sich die diesen Gleichungen entsprechenden geraden 
Linien in einem Punkte, und das anharmonische Verhältniss des 

zweiten Linienpaares zu dem ersten ist — , weil ganz dasselbe 
zutrifft, wenn man z = 1 setzt. 

Gleichzeitig drücken wir die Lage einer geraden Linie durch 
homogene Liniencoordinaten aus. Wir verstehen darunter drei 

Grössen w, v, w>, deren Verhältnisse — , — die gebräuchlichen 

Coordinaten der geraden Linie sind. Alsdann wiederholt sich 
das, was wir von Punktcoordinaten und homogenen Punktcoordi- 
naten gesagt haben, bei Liniencoordinaten und homogenen Linien- 
coordinaten. Die Gleichung eines Punktes: 

Au + Bv + C = 
wird durch Einführung der homogenen Liniencoordinaten homogen : 

Au + Bv + Cm = 
und wir können sagen: 

Die Coefficienten der Variabein in der homoge- 
nen Gleichung einer geraden Linie sind die homoge- 
nen Coordinaten der geraden Linie. Die Coefficienten 
der Variabein in der homogenen Gleichung eines 
Punktes sind die homogenen Coordinaten des Punktes. 

7* 
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Componiren wir nun aus den homogenen Gleichungen irgend 
zweier Punkte: 

ü = O ü t = 0, 
die durch ihre homogenen Coordinaten x Q y z und x t y x z { 
gegeben seien, die Gleichung: 

X Ü Q + x i u i =o 

eines beliebigen Punktes auf der Verbindungslinie der beiden 
Punkte, und bezeichnen seine Coordinaten mit x y z, so haben 
wir nach dem angegebenen Satze: 

x = X x + X i x i 

y = AoSfo + *i& 



* = *o *o + h 



Es sind dieses lineare Ausdrucke für die Coordinaten x, y y z 
eines variabeln Punktes auf einer geraden Linie, wenn man A 
und X t variiren lässt, nicht Brüche, wie wir sie am Anfange der 
Vorlesung aufgestellt halben. Wir wollen noch bemerken, dass 
man auch X = 1 setzen und allein X x variiren lassen kann; die 
drei Gleichungen stellen doch jeden beliebigen Punkt auf der ge- 
raden Linie dar. 

Componiren wir aus den homogenen Gleichungen von irgend 
drei Punkten x y Q z , x i y i z 1 , x 2 y 2 z 2 : 

u = 0. üi = U 2 = 
die Gleichung: 

X.Ü, + X.U, + X 2 U 2 = 0. 

eines Punktes U = und bezeichnen die Coordinaten dieses 
Punktes mit x y y, z, so haben wir: 

x = X x + X i x i + X 2 x 2 

y = hy<> + hyi + Ky% 

z = X Q z + X t z L + X 2 z r 

Es sind dieses drei lineare Gleichungen mit den drei Unbe- 
kannten X, wenn man die Coordinaten des Punktes ü = und 
mit ihnen den Punkt als beliebig gegeben betrachtet. Da man 
die Werthe der Unbekannten X immer so bestimmen kann, dass 
sie den drei Gleichungen genügen, — ausgenommen wenn die 
drei ersten Punkte auf einer geraden Linie liegen, — so kann 
man auch die Gleichung jedes beliebigen Punktes ü e= com- 



Digitized by VjOOQLC 



Homogene Coordinaten. Dreieckcoordinaten. 101 

poniren aus den Gleichungen von irgend drei gegebenen Punkten, 
wenn diese nicht auf einer geraden Linie liegen. 
Wenn dagegen: 

U = ü t = 

die homogenen Gleichungen irgend zweier, durch ihre Coordinaten 
u Q v w und u t v t rv i gegebenen, geraden Linien sind, so ist: 

A ü + X { ü t = 

die Gleichung einer beliebigen, durch den Schnittpunkt der erste- 
ren gezogenen geraden Liuie. Bezeichnen wir mit u v tv die 
Coordinaten dieser geraden Linie, so haben wir nach dem an- 
gegebenen Satze: 

u = XqU + X t u t 

v = X v + A, v t 

tv = X w + X 1 w v 

lineare Ausdrücke der Variabein X für die Coordinaten einer sich 
um einen bestimmten Punkt drehenden geraden Linie. Auch hier 
kann man X = 1 setzen und allein X t variiren lassen; die drei 
Gleichungen werden jede Lage der sich um den Punkt drehen- 
den geraden Linie ausdrücken. 

Sind endlich die homogenen Gleichungen von drei durch 
ihre Coordinaten u v Q tv , w x v t rv lt u 2 v 2 n> 2 gegebene gerade 
Linien: 

u = ü i = ü 2 = 0, 

die nicht durch denselben Punkt gehen, so wird: 

X Ü + l t V x + X 2 Ü 2 = 

die Gleichung irgend einer geraden Linie ü = sein, deren 
Coordinaten u v tv sich durch die Gleichungen ausdrücken: 

u = X u + X i u i + X 2 u 2 
v = XqV + X 1 v 1 + X 2 v 2 
tv t=3 XqWq + X i w 1 + X 2 tv 2 . 

Denn wenn die Coordinaten u v tv gegeben sind, so hart man 
diese drei linearen Gleichungen, welche die drei Factoren X be- 
stimmen. 

Wir drücken dieses in Verbindung mit einer früheren Be- 
merkung nur eleganter aus, wenn wir sagen: 
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Wenn U = U = U { = tf 2 := die Glei- 
chungen von irgend weichen vier Punkten oder von 
irgend welchen vier geraden Linien sind, so lassen 
sich vier Factoren X der Art bestimmen, dass man 
identisch hat: 

XV + X U + X i U i + X 2 U 2 = 0. 

Wir wollen nun irgend vier von einem und demselben Punkte 
ausgehende gerade Linien, deren homogene Gleichungen seien: 

Z7 = O *7 lC =:0 ^ — ^=0 U — -f*^ = 0, 
in Verbindung bringen mit vier in einer und derselben geraden 
Linie liegenden Punkten, die durch ihre homogenen Gleichungen 
gegeben seien: 

T = V i —0 V — lF l = V — mV i =0. 

Die vier Punkte liegen respective auf den vier geraden Li- 
nien unter den Bedingungen: 

U q o = Vi = Wq + XUf = mU Q ' + fiü^ — 0, 
die wir erhalten, wenn wir die aus den Gleichungen der Punkte 
genommenen Coordinaten der Punkte einsetzen respective in die 
Gleichungen der geraden Linien an Steile der Variabein. Es ist 
nämlich hierbei angenommen worden, dass ü und U { übergehen 
in U Q ° und ü^, wenn wir für die Variabein setzen die Coordi- 
naten des Punktes V , und dass U und U^ übergehen in U ' 
und U t ', wenn wir für die Variabein setzen die Coordinaten des 
Punktes V v 

Aus den beiden letzten Gleichungen erhalten wir durch Eli- 
mination : 

L _ Jl 

m p 

ein Resultat, welches mit Rücksicht auf die Bedingungen sich so 
aussprechen lässt: 

Wenn man zwei von ei- Wenn man von einem 
nem und demselben Punkte und demselben Punkte aus 
ausgehende Linienpaare durch irgend zweiPunkte- 
durch irgend eine gerade paare auf derselben gera- 
Linie schneidet, so ist das den Linie zwei Linienpaare 
anharmonische Verhältniss legt, so ist das anharmo- 
der Linienpaare gleich nische Verhältniss der 
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dem unharmonischen Ver- Punktepaare gleich dem 
hältnisse der Schnitt- anharmonischen Verhält- 
punktepaare, nisse der Linienpaare. 

Hieraus folgt ferner: 
Irgend zwei harmonische Zwei von einem und dem- 
Linienpaare werden von selben Punkte ausgehende 
einer beliebigen geraden Linienpaare sindharmoni- 
Linie in harmonischen sehe, wenn sie durch zwei 
Punktepaaren g-eschnitt n. harmonische Punktepaare 

gehen. ^ 

Drei Linienpaare der In- Dreivoneinemunddem- 
volution werden von einer selben Punkte ausgehende 
beliebigen geraden Linie Linienpaare bilden eine 
in Punktepaaren der Invo- Involution, wenn sie durch 
lution geschnitten. drei Punktepaare der In- 

volution gehen. 

Die beiden letzten Sätze folgen aus den beiden vorhergehen- 
den und aus den Definitionen von Punkte- und Linien-Paaren der 
Involution. Denn construirt man dasjenige Linienpaar, welches 
harmonisch ist zu jedem der drei Linienpaare der Involution, so 
schneidet jedes Linienpaar der Involution eine beliebige gerade 
Linie in einem Punktepaare, welches harmonisch ist zu dem 
Schnittpunktepaare des construirten Linienpaares auf der belie- 
bigen geraden Linie. Da man also auf der beliebigen geraden 
Linie ein Punktepaar angeben kann, welches harmonisch ist zu 
jedem der drei Schnittpunktepaare der Linienpaare der Involution, 
so bilden jene drei Schnittpunktepaare eine Involution. Einen 
analogen Beweis kann man für den letzten Satz geben; er geht 
aber auch aus dem nebenstehenden hervor. 

An Stelle der homogenen Coordinaten bedient man sich in 
vielen Fällen mit Vortheil der Dreieckcoordinaten. Ihre 
Bedeutung soll in dem Folgenden entwickelt werden. 

Man nehme irgend ein Dreieck, in welchem der Einfachheit 
wegen der Coordinatenanfangspunkt liegen soll. Die Gleichungen 
der Seiten des Dreiecks seien in der Normalform gegeben: 
^ = B s=3 <7 = 0. 

Dieses Dreieck bildet das Fundament des neuen Coordinaten- 
systemes zugleich mit drei anderen beliebig gegebenen Richtungs- 
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linien Ä, B', C, die mit den Seiten des Dreiecks Winkel bilden, 
deren negative reeiproke Sinus wir bezeichnen mit: 

1 1 _, l __ 

— A «in fnn.'\ — P" 



sin (A4') sin (BB f ) ,sin (CC) 

Wenn wir nun von einem beliebigen Punkte p, dessen Coor- 
dinaten seien ar, y, eine gerade Linie ziehen parallel der Rich- 
tungslinie Ä bis zum Schnitt mit der Dreieckseite A und die 
Länge dieser Linie mit a bezeichnen; wenn wir ferner eine ge- 
rade Linie von dem Punkte p ziehen parallel mit der Richtungs- 
linie ff bis zum Schnitt mit der Dreieckseite B und die Länge 
derselben mit b bezeichnen ; wenn wir endlich von dem Punkte p 
eine gerade Linie ziehen parallel mit der Richtungslinie C bis 
zum Schnitt mit C, deren Länge sei c, so haben wir zuerst die 
Längen der vom Punkte p auf die Dreieckseiten gefällten Lothe 
— A> — By — C und darnach die Ausdrücke der Längen der ge- 
nannten geraden Linien: 

a = %A b = XB c = (iC. 

Diese von dem beliebigen Punkte p und den Seiten des 
Dreiecks begrenzten geraden Linien nennt man Dreieckcoor- 
dinaten des Punktes und das Dreieck, worauf sie sich beziehen, 
das Coordinatendreieck. ' 

Aber nicht allein die drei Grössen «, 6, c werden Dreieck- 
coordinaten des Punktes p genannt, sondern auch jede drei an- 
dere Grössen <$, 6, c, wenn sie den vorigen proportional sind. 
Denn sind die proportionalen Grössen «, 6, c gegeben, so kann 
man den Punkt p mit den angegebenen Dreieckcoordinaten eben- 
falls unzweideutig construiren. 

Die drei letzten Gleichungen, welche die Dreieckcoordinaten 
eines beliebigen- Punktes p durch die rechtwinkligen Coordinaten 
ausdrücken, werden, wenn man für die rechtwinkligen Coordina- 
ten die homogenen Coordinaten einführt, von der Form: 

a =s a°x + ß°y + y°z 
(1) b = a x + fiy + yz 

ff l Q" l " 

c — ctx + py + yz 

und die neun Coefficienten in ihnen hängen allein ab von der 
Lage des Coordinatendreiecks und den Richtungslinien, nicht von 
der Lage des Punktes p. 
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Welche Werthe auch die neun Coefficienten in diesen Sub- 
stitutionen haben, dieselben werden immer den Uebergang von 
rechtwinkligen Coordinaten zu Dreieckcoordinaten eines ganz be- 
stimmten Systemes vermitteln. Die Gleichung * der Seiten des 
Coordinatendreiecks sind nämlich: 

a = b = c = 0. 
Setzt man in diesen Gleichungen z = 1 und bringt sie auf die 
Normalform durch Division mit den Grössen x, X, (i, welche sich 
leicht bestimmen lassen, so hat man die Sinus, welche die Rich- 
tungslinien Ä, tfj C mit den. Seiten a> b> c des Coordinaten- 
dreiecks bilden: 

sin (aÄ) = , sin (bB*) = — y, sin (ctf) = 

und damit die Richtungen jener Linien Ä, ff y (f selbst. 

Durch Auflösung der angegebenen linearen Substitutionen 
erhält man Gleichungen derselben Art: 

x = a Q a + ct { b + a 2 c 

(2) y = ßo* + M + ß*c 

z = ?0 a + ?l b + ?2 C - 

Diese Substitutionen drucken die homogenen Coordinaten 
eines beliebigen' Punktes linear aus durch seine Dreieckcoor- 
dinaten. 

Die geometrische Bedeutung der neun Coefficienten in die- 
sen Gleichungen tritt zu Tage, wenn man den beliebigen Punkt p 
in eine Ecke des Coordinatendreiecks rückt, zum Beispiel, wenn 
er in die Ecke rückt, in welcher sich die Seiten b = und 
c = schneiden. Denn setzt man in den drei Gleichungen 
b = und c = 0, so erhält man aus ihnen die homogenen 
Coordinaten a , ß , y der genannten Ecke des Coordinaten- 
dreiecks. 

Während also in den ursprünglichen Substitutionen (1) die 
Horizontalcoefficienten die homogenen Coordinaten der Seiten des 
Coordinatendreiecks darstellen, so drücken in den letzteren Sub- 
stitutionen (2), die Auflösung der ersten, die Verticalcoefflcienten 
die homogenen Coordinaten der Ecken des Coordinatendreiecks aus. 

Betrachten wir nun die Gleichung einer beliebigen geraden 
Linie : 

ux + vy + tvz = 0, 
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deren homogene Coordinaten m, v } rv gegeben seien. Dieselbe 
geht durch die Substitutionen (2) über in: 

aa + ßb -f yc = 0, 
indem man hat: 

et = cc Q u + ß v + y rv 

(3) ß = cc t u + ß t v + y t w 

y = <*2 W + ßtv + y 2 rv. 

Es beweiset dieses, dass die lineare Gleichung einer geraden 
Linie bei Einfuhrung der Dreieckcoordinaten ihren Grad nicht 
ändert. Dasselbe gilt auch von jeder homogenen Gleichung, sei 
sie die Gleichung eines Linienpaares, eines Kreises, oder einer 
anderen algebraischen Curve. 

Die Auflösung des letzten Systemes Gleichungen (3) nach 
den Unbekannten m, i>, rv giebt die Substitutionen für homogene 
Liniencoordinaten zur Uebertragung in das Dreiecksystem: 

u = cc°a + aß + a" y 

(4) v = ß«a + (Tß + ß"y 

rv = y°cc + yß + y" y, 

wobei wir uicht unerwähnt lassen dürfen, dass in diesem Systeme 
(4) von drei Gleichungen, mit Verwechselung der Horizontal- und 
Verticalreihen, dieselben Coefficienten wieder auftreten, welche 
das System (1) enthält, von welchem wir ausgingen. Es folgt 
dieses aus einem bekannten algebraischen Satze von der Auflösung 
linearer Gleichungen. Man kann sich aber auch leicht durch 
directe Auflösung der Systeme (1) und (3) davon überzeugen. 
Die aufgelöseten Gleichungen (2) und (4) erhalten die Gestalt der 
aufzulösenden Gleichungen (1) und (3). Die Horizontalreihen der 
Coefficienten in den aufgelöseten Gleichungen sind nur mit ein- 
ander vertauscht. . 

Die Coefficienten a, ß, y von «, b, c in der transformirten 
Gleichung der betrachteten geraden Linie heissen die Coordi- 
naten der geraden Linie in dem Dreiecksystem. Die 
beiden letzten Systeme von Gleichungen (3) und (4) sind die 
Transformationsformeln, durch welche sich die zuletzt genannten 
durch die gegebenen Coordinaten der geraden Linie in dem recht- 
winkligen Systeme oder die Coordinaten der geraden Linie in 
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dem rechtwinkligen Systeme sich durch die Coordinaten derselben 
in dem Dreiecksystem ausdrücken lassen. 

Betrachten wir die Gleichung eines beliebigen Punktes in 
dem rechtwinkligen Coordinatensystem: 

xu + yv + z/y — Ö, 
dessen homogene Coordinaten oc, y, z gegeben seien, so geht 
dieselbe durch die Substitutionen der Werthe (4) der Variabeln 
w, i>, w über in die Punktgleichung des Dreiecksystemes: 

aa + ßb + yc = 0, 
indem die Constanten a, b, c gerade die Bedeutung haben, die 
ihnen das System (1) anweiset. 

Es sind demnach die Coefficienten der Variabein 
in einer Punktgleichung des Dreiecksystemes die 
CooTdinaten des Punktes in diesem Systeme, ebenso 
wie die Coefficienten der Variabein in der Gleichung 
einer geraden Linie des Dreiecksystemes die Coor- 
dinaten der geraden Linie in dem Systeme sind. 

» * 

Man wird sich mit Voptheil des Dreieckcoordinaten-Systemes 
bedienen, wenn man das Coordinatendreieck als einen Theil der 
Figur einführen kann, die betrachtet werden soll. Wir werden 
dieses an Beispielen erläutern. 

Es soll die allgemeine Form der Gleichungen von 
drei Linienpaaren aa, ßß' t yy gefunden werden, die 
sich in drei Punkten schneiden, welche in einer und 
derselben geraden Linie r" liegen. 

Wir nehmen die geraden Linien a, ß, y als die Seiten des 
Coordinatendreiecks, deren Gleichungen in homogenen recht- 
winkligen Coordinaten seien: 

(5) a = ß = y = 0. 

Alsdann ist nach dem Vorhergehenden die Gleichung irgend 
einer geraden Linie, also auch der geraden Linie r" von der 
Form : 

(6) r" = -ü + -£ + - y = 0. 

V «12 «20 «Ol 
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Verändern wir in dieser Gleichung den Coefficienten — in 
-^-, indem wir unter a 00 eine beliebige Grösse verstehen, so 

erhalten wir die Gleichungen aller geraden Linien, welche in dem 
Schnittpunkte der Linien a und r" zusammenkommen. Es wer- 
den also durch die Gleichungen: 



«+-£- + -^ = 



"00 
«»Ol °*0 ' °20 " «Ol 



(7) — + -Si- ß + -L = o 

1 ' a a «««oi «oi 

iL + i. + ^«_y=0 
«12 <ho a it «to 

alle geraden Linien ausgedrückt, welche sich um die drei Schnitt- 
punkte der geraden Linie r" mit den drei anderen a, ß, y be- 
liebig drehen, wenn « 00 , a n , a 22 beliebige Grössen bedeuten. 
Bezeichnen wir nun die linken Theile dieser Gleichungen 

respective mit: , — — , ** y , oder setzen kürzer: 

«Ol «20 fl 12 «Ol a i% «20 

*) %* = a 00 a + «oi/ 3 + «02? 
(8) A/3' = a io a + a n ß + a i2 y 

W = «20« + a 2iß + «22?* 

so sind, vorausgesetzt, dass a\ 2 === Ä 2i» a 20 = Ä o2» ö oi s=s a io» 
welche Voraussetzung wir immer machen werden, wo wir sie 
nicht ausdrücklich aufheben, die identischen Gleichungen (8) die 
Bedingungen für die gesuchten Linienpaare: 

a =0 ß = y = 

[ } «' = o ß' = o y = o. 



*) Wir machen auf die elegante Form der Bedingungsgleichungen 
(8) aufmerksam für drei Linienpaare (9), die sich in drei Punkten auf 
einer geraden Linie schneiden, oder dass die drei Verbindungslinien 
dreier Punktepaare (9) sich in einem und demselben Punkte schneiden. 
Die rechten Theile dieser identischen Gleichungen (8) stellen sich näm- 
lich als die halben partiellen Differentialquotienten einer und derselben 
homogenen Function der zweiten Ordnung dar: 

f(cc,ß,y) = %,«* + fluß* + «22y 2 + 2a 12 ßy + 2«^« + 2a 0t aß, 
so dass unter der angegebenen Bezeichnung die identischen Gleichungen 
(8) sich kürzer so darstellen lassen: 
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Wir drucken dasselbe nur weitläuftiger aus, wenn wir sagen, 
dass die neun Coefficienten der Variabein in den 
Gleichungen (8) sich so bestimmen lassen müssen, 
dass den Gleichungen identisch genügt wird, wenn 
die Gleichungen (9} Linienpaare darstellen, welche 
sich in drei Punkten schneiden, die auf einer gera- 
den Linie r" liegen. 

Um den Bedingungsgleichungen (8) eine einfachere Gestalt 
zu geben, führen wir für die Variabeln cc, ß . . a . . in ihnen 
die Variabein a, b . . a . . ein, indem wir setzen : 

a 01 a 02 a 00 a 12 — ^12> a 10 a 12~~ a ll a 20— &20> a 20 ö 21 — a 22 ö 01 — hl 

a J1^0i a = ce ^L^Si b = ß f!2f2o£oi c = y 

(LV) b it b i9 r b ol 

«12^20 «Ol J ^ Xft ' <*lt<ho<hl fr' = Xff __ «M^O^O! c ' = „y' # 

«12 «20 «Ol 

Dadurch geht die Gleichung (6) der geraden Linie, in welcher 
sich die drei Linienpaare: 

V ; «'=0 b'=0 c'=0 

schneiden, Ober in: 

(12) . . r"=« 12 « M « 01 {^- +'^- + ;^-} = 0, 

während die identischen Gleichungen (8) die Gestalt erhalten: 

a — a = r 
(13) '. b - b' = r" 

c — c = r". 

Wir ersehen hieraus, dass, wenn drei Linienpaare 
sich in drei Punkten schneiden, welche auf einer 
geraden Linie r" = liegen, die Gleichungen der 
drei Linienpaare durch Multiplication mit ganz be- 
stimmten Factoren in eine solche'Form (11) gebracht 
werden können, dass man identisch hat (13) und um- 
gekehrt, dass sich drei Linienpaare (11) in drei Punk- 
ten schneiden, welche auf einer geraden Linie r" = 
liegeq, wenn die identischen Gleichungen (13) statt- 
finden. 
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Es leuchtet dieses auch von selbst ein. Denn wenn: 
A = B = C = 
A'=ÖB'=OC=0 

die Gleichungen der drei Linienpaare sind, welche sich in einer 
beliebig gegebenen geraden Linie r" = schneiden, so müssen 
sich solche sechs constante Factoren % X . . % . . . bestimmen 
lassen, dass man identisch hat: 

*A — %A = r" IB-X'& = r" pC — /C = r". 
Setzt man nun: 

%A = a, kB = b, (iC = c, %Ä = a, X^ = b\ fiC' = c\ 

so hat man sowohl jene Gleichungen (11) als die identischen 
Gleichungen (13). 

Es soll die allgemeine Form der Gleichungen von 
drei Punktepaaren aa, ßß', yy gefunden werden, de- 
ren drei Verbindungslinien sich in einem und dem- 
selben Punkte r" schneiden. 

Wir wählen die Punkte ccßy als die Ecken eines Coordinaten- 
dreiecks, deren Gleichungen in homogenen Liniencoordinaten 
seien (5). In dieser Voraussetzung stellt die Gleichung (6) jeden 
beliebigen Punkt dar, also auch den Punkt r". 

Verändern wir in dieser Gleichung (6) — in -^_, oder 

— in üii , oder — in a * 2 , indem wir unter a m a u a 99 
a 20 a i2 a i0 a oi a n a^ uu " ll 

beliebige Grössen verstehen, so erhalten wir die Gleichungen (7) 

von irgend drei Punkten, die respective auf den drei geraden 

Linien ctr", ßr", yr" beliebig liegen. Diese Gleichungen (7) und 

die Gleichungen (5) stellen also irgend drei Punktepaare dar, 

deren Verbindungslinien sich in demselben Punkte r" schneiden. 

Verfolgen wir nun die in dem Vorhergehenden mit den 

Gleichungen (7) vorgenommenen Operationen in der veränderten 

Bedeutung, so kommen wir zu dem Schluss: 

Wenn die Gleichungen (9) drei Punktepaare dar- 
stellen sollen, deren drei Verbindungslinien sich in 
einem und demselben Punkte r" schneiden, so messen 
sich in den Gleichungen (8) die neun Coefficienten 
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der Variabein so bestimmen lassen, dass diesen Glei- 
chungen identisch genügt wird. 

Wir specialisiren endlich diesen Satz dahin, dass wir sagen: 

Wenn die drei Verbindungslinien von drei Punkte- 
paaren sich in einem und demselben Punkte r" schnei- 
den, so lassen sich die Gleichungen der drei Punkte- 
paare durch Multiplication mit bestimmten Factoren 
auf die Form (11) bringen, so dass man die identi- 
schen Gleichungen (13) hat; und umgekehrt sind die 
identischen Gleichungen (13) das Criterium für drei 
Punktepaare (11), deren drei Verbindungslinien sich 
in einem und demselben Punkte schneiden. 

Es seien a = 0, b = 0, c = die Gleichungen der 
Seiten eines beliebigen Coordinatendreiecks und 

Aa + Bb + Cc = 
mit gegebenen Coefficienten die Gleichung einer be- 
liebigen geraden Linie in Dreieckcoordinaten a, ö, c. 
Es sollen die Gleichungen der Schnittpunkte der ge- 
raden Linie und der Seiten des Dreiecks in Linien- 
coordinaten cc, ß, y des Dreiecksystemes gefunden 
werden. 

Die Dreieckcoordinaten des Schnittpunktes der geraden Linie 
und der Dreieckseite a = ergeben sich aus den beiden Glei- 
chungen: 

Aa + Bb + Cc = a = 

nämlich, da nur ihre Verhältnisse in Betracht kommen: 

AI. 1 x 

a = b = w c=--. 

Multipliciren wir dieselben respective mit den Liniencoordi- 
naten a, ß, y des Dreiecksystemes und setzen, nach bekannter 
Regel, die Summe der Produkte gleich 0, so erhalten wir die 

Gleichung des gesuchten Schnittpunktes: £ — -£- = 0. 

IS o 

Es sind demnach die in der Aufgabe geforderten Gleichun- 
gen der Schnittpunkte der geraden Linie und der Seiten des 
Dreiecks : 

£ _ £ = o - — - = - _ A _ o 

B C U C A U A B ~~~ U * 
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Es seien a=0, ß = 0, y = die Gleichungen der 
Ecken eines beliebigen Coordinatendreiecks und 

Acc + Bß + Cy = 
mit gegebenen Coefficienten A, B, C die Gleichung 
eines beliebigen Punktes in Dreieckcoordinaten cc, ß, y. 
Es sollen die Gleichungen der geraden Linien in 
Punktcoordinaten a, b, c des Dreiecksystemes gefun- 
den werden, welche den Punkt mit den Ecken des 
Dreiecks verbinden. 

Die folgenden Gleichungen sind die Auflösung der Aufgabe: 

b c s\ c & t\ & b rk 

W ~ ~C ~ ° ~G ~ Ä ~ ° ~Ä ~ ~B = °' 

Für die Anwendungen geben wir die gefundenen Resultate 

als Regeln wieder: 

Man erhält aus der Glei- Man erhält aus der Glei- 
chung einer geraden Linie chung eines Punktes in 
in Dreieckcoordinaten a,&,c Dreieckcoordinaten cc, ß, y 
die Gleichungen der die Gleichungen der gera- 
Schnittpunkte der geraden den Linien, welche den 
Linie und der Seiten des Punkt mit den Ecken des 
Coordinatendreiecks in Li- Coordinatendreiecks ver- 
niencoordinaten cc, ß, y des binden in Punktcoordina- 
Systemes, wenn man in ten a, b, c des Systemes, 
der Gleichung nach einan- wenn man in der Gleichung 
der für a, b, c setzt: nach einander für a, ß, y 

setzt: 

a = b = i c=~- cc = ß = | y= — 

vß y r b ' C 

a y a ^ ' c 

a = - 6=±=— ö c = 0. cc = - ß=— - y = 0. 

a p a r b ' 
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Zehnte Vorlesung. 
Das. Pascalsche und das Brianchonsche Sechseck. 



Ein jedes Sechseck hat drei Paare gegenüberliegender Sei- 
ten. Die erste und vierte, die zweite und fünfte, die dritte und 
sechste Seite liegen einander gegenüber. Ebenso bat jedes 
Sechseck drei Paare gegenüberliegender Ecken. 

Wenn in einem Sechsecke die gegenüberliegenden Seiten 
oder ihre Verlängerungen sich paarweise in drei Punkten schnei- 
den, welche auf einer geraden Linie liegen, so heisst das Sechseck 
ein Pascalsches Sechseck. 

Wenn in einem Sechseck die drei Diagonalen, welche die 
gegenüberliegenden Ecken des Sechsecks paarweise verbinden, 
oder ihre Verlängerungen sich in einem Punkte schneiden, so 
heisst das Sechseck ein Brianchonsches Sechseck. 

Eigenschaften der genannten Figuren analytisch zu ent- 
wickeln, wird der Zweck dieser Vorlesung sein. 

Wenn wir annehmen, dass die Gleichungen der gegenüber- 
liegenden Seiten eines Pascalschen Sechsecks seien: 
a=0 0=0 y = 
«' = ß' = y = 0, 
so müssen sich nach tlen Auseinandersetzungen am Ende der 
vorhergehenden Vorlesung neun Coefficienten der Art bestimmen 
lassen, dass man identisch hat: 

na = a 00 « + a Qi ß + a 02 y 

x ß' = «io a + «110 + «12? 
fiy == a 20 cc + a 21 ß + a 22 y. 

Aus diesen Bedingungen für das Pascalsche Sechseck leiten 
wir nun durch Elimination von einer der Variabein <*, ß, y aus 
zwei Gleichungen mit Rücksicht auf die Bezeichnung (10) der 
vorhergehenden Vorlesung die identischen Gleichungen ab: 

a 20 X(? — a i0 w = b 20 ß — b n y 

«01 f*/ - «21 Xa ' = h\7 — &21* 
a n %d — a 02 Xß' = b l2 « — b 02 ß. 

Hesse, Anälyt. Geometr. d. Ebene. I. 8 
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Diese identischen Gleichungen lassen die doppelte Zusammen- 
setzung der Gleichungen 

«20 V — fl J0 f*/ = ° a 01 W — «21 *«' = ° «12*«' — «02 tf = ° 

von drei geraden Linien erkennen, welche deshalb in der be- 
schriebenen Figur leicht construirt werden können. Die erste 
gerade Linie verbindet nämlich den Schnittpunkt der geraden 
Linien ß'y mit dem Schnittpunkte der geraden Linien ßy und 
so weiter. 

Diese drei Verbindungslinien schneiden sich in 
einem und demselben Punkte, weil die Summe ihrer Glei- 
chungen identisch giebt. Sie verbinden die entsprechenden 
Ecken zweier Dreiecke, von welchen das eine aus den geraden, 
das andere aus den gegenüberliegenden ungeraden Seiten des 
Pascalscben Sechsecks besteht. 

Stellen dagegen die oben angegebenen drei Gleichungen- 
paare drei Punktepaare dar, die wir als die gegenüberliegenden 
Ecken eines Sechsecks betrachten wollen, so sind die darauf fol- 
genden identischen Gleichungen die Bedingungen für ein Brian- 
chonsches Sechseck. Die drei geraden und die drei gegenüber- 
liegenden ungeraden Ecken des Sechsecks bilden die Ecken 
zweier Dreiecke, deren entsprechende Seiten sich in drei Punk- 
ten schneiden. Diese Schnittpunkte werden analytisch durch die 
zuletzt angegebenen drei Gleichungen dargestellt, wie aus den 
umgeformten identischen Gleichungen ersichtlich ist. Sie lie- 
gen auf einer geraden Linie, weil die Summe ihrer Glei- 
chungen identisch giebt. 

Die Resultate der geführten Untersuchung fassen wir kurz 
zusammen in den beiden Sätzen: 

Wenn man in einem Wenn man in einem 
Pascalschen Sechsecke die Brianchonschen Sechsecke 
geraden Seiten als die Sei- die geraden Ecken als die 
ten eines Dreiecks und die Ecken eines Dreiecks und 
gegenüberliegenden unge- die gegenüberliegenden 
raden Seiten als die ent- ungeraden Ecken als die 
sprechenden Seiten eines entsprechenden Ecken ei- 
zweiten Dreiecks betrach- nes zweiten Dreiecks be- 
tet, so schneiden sich die trachtet, so schneiden sich 
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drei geraden Linien, wel- die entsprechenden Seiten 
che die entsprechenden der beiden Dreiecke paar- 
Ecken der beiden Drei- weise in drei Punkten, 
ecke paarweise verbinden, welche auf einer und der- 
in einem und demselben selben geraden Linie lie- 
Punkte. gen. 

Diese geometrischen Sätze gingen aus der doppelten Inter- 
pretation derselben analytischen Gleichungen hervor. Wie in 
dem vorliegenden Falle, so werden alle analytischen Formeln in 
dieser Vorlesung einer gleichen doppelten geometrischen Inter- 
pretation fähig sein und jedem aus ihnen gezogenen geometrischen 
Satze wird ein anderer entsprechen. Wir werden die ent- 
sprechenden Sätze neben einander stellen, jedoch nur den einen 
Satz wirklich beweisen. Der Beweis des nebenstehenden Satzes 
ergiebt sich dann nach dem Vorhergehenden von selbst. 

Wir verzichten auch darauf, Figuren zu zeichnen, welche 
die Sätze veranschaulichen sollen. Die vielen Linien in ihnen 
würden ein weniger verständliches Bild der Sätze geben, als 
welches man aus ihren Gleichungen abnehmen kann. Das letz- 
tere ist scharf, das andere nur unvollkommen. 

Zum Beweise der angegebenen beiden Sätze bedarf es nicht 
des grossen Apparates, den wir aufgewendet haben. Einfacher 
kommen wir zum Ziele, wenn wir uns aus der vorhergehenden 
Vorlesung daran erinnern, dass die Gleichungen der gegenüber- 
liegenden Seiten eines in der gegenwärtigen Vorlesung definirten 
Pascalschen Sechsecks sich durch solche Gleichungen aus- 
drücken : 

«=06=0 c = 
^' a = b' = c = 0, 

dass man identisch hat: 

/ ff 

a — a = r 

(2) .... , b - b' — r" 

c — c = r", 

und dass r" = die Gleichung der geraden Linie ist, in wel- 
cher die gegenüberliegenden Seiten des Pascalschen Sechsecks 
sich paarweise schneiden. Zugleich wollen wir zur Anwendung 

8* 
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im Folgenden bemerken, wenn wir identische Gleichungen von 
der Form (2) auftreten sehen, dass wir vergewissert sein können, 
dass die Gleichungen (1) die gegenüberliegenden Seiten eines 
Pascalschen Sechsecks analytisch ausdrucken. 

Wenn wir nun drei Symbole q definiren als lineare Aus- 
drucke der variabeln Coordinaten eines beliebigen Punktes durch 
die identischen Gleichungen: 

(3) . . . b — c = q c — a = q a — b = q", 

so haben wir auf Grund der identischen Gleichungen (2) 
b — c = Q c — a = q a — b = q , 
woraus folgt, dass die Gleichungen: 

Q = q = q" = 
die geraden Linien darstellen, welche die in dem ersten Satze 
genannten entsprechenden Ecken der beiden Dreiecke verbinden. 
Da aber nach (3) identisch ist: 

(4) q + Q + q" = 0, 

so schneiden sich die drei geraden Linien q in einem und dem- 
selben Punkte. 

Von den bewiesenen Sätzen ist jeder die Umkehrung des 
anderen. Es tritt diese Behauptung besser zu Tage, wenn wir 
sie ausdrücken wie folgt: 

Wenn die Seiten zweier Wenn zwei Dreiecke drei 
Dreiecke sich paarweise in geraden Linien einbe- 
drei Punkten schneiden, schrieben sind, welche von 
welche auf einer geraden demselben Punkte ausge- ■ 
Linie liegen, so schneiden hen, so schneiden sich die 
sich die drei Verbindungs- entsprechenden Seiten der 
linien der entsprechenden Dreiecke in drei Punkten, 
Ecken der Dreiecke in welche auf einer und der- 
einem und demselben selben geraden Linie lie- 
Punkte. gen. 

Um noch einen anderen Beweis des letzten Satzes zu führen, " 
nehmen wir an, dass q s=j 0, q' = 0, q" = die Gleichungen 
der drei von einem Punkte ausgehenden geraden Linien seien. 
Da sich die Linien in einem Punkte schneiden, so muss die 
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Summe der drei Gleichungen identisch ergeben, nachdem jede 
vorher mit einem zu bestimmenden Factor multiplicirt worden. 
Nehmen wir aber an, dass von jenen Gleichungen jede schon 
den zu bestimmenden Factor habe, so ist die identische Gleichung 
(4) die Bedingung der Figur* Nehmen wir ferner an, dass 
A = 0, B t=s 0, C ö die Gleichungen des einen der Figur 
einbeschriebenen Dreiecks seien, so müssen sich sechs Factoren 
cc ß . . a . . finden lassen, dass man identisch hat: 

ßB — y'C=Q y C — a Ä = q aÄ — ß'B = q". 

Addirt man diese Gleichungen, so erhält man auf Grund 
von (4) die identische Gleichung: 

( a - a ') A + qt-f)B + (y — y) C = 0, 

eine Gleichung, welche ausdrücken würde, dass die drei Seiten 
des Dreiecks sich in einem und demselben Punkte schneiden. 
Da dieses aber gegen die Voraussetzung ist, so muss die Glei- 
chung eine identische sein, das heisst: a = a, ß = ß', y = /. 

Setzen wir nun ctA = a, ßB s=s b, yC = c, so haben 
wir die Gleichungen a = 0, &aO, cc=Oder Seiten des 
einbeschriebenen Dreiecks und neben (4) noch die Bedingungen 
der Figur: 

b — c = q c — a = q a — b = q". 

Die Gleichungen a = 0, b' = 0, c ^ der Seiten des 
zweiten einbeschriebenen Dreiecks können wir nun gleich solche 
Factoren enthalten lassen, dass man hat: 

b — c = q c — a = q a — b = q . 

Definiren wir endlich das Symbol r" durch die identische 
Gleichung a — a ^ r", so folgen aus den letzten sechs iden- 
tischen Gleichungen die identischen Gleichungen (2), welche eben 
ausdrücken, dass die entsprechenden Seiten der beiden Dreiecke 
sich paarweise in drei Punkten schneiden, welche auf derselben 
geraden Linie r" = liegen. 

Wir kehren zurück zu dem Pascalschen Sechsecke, dessen 
Seiten durch die Gleichungen (1) ausgedrückt wurden unter den 
Bedingungen (2). Um die drei Diagonalen des Sechsecks 
analytisch auszudrücken, welche die gegenüberliegenden Ecken 
paarweise verbinden, definiren wir die drei Symbole a", b", c 
durch die identischen Gleichungen: 
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(5) . . . a + b + c' = a + b' + c" = a +X + c-0, 

aus welchen mit Zuziehung von (2) die identischen Gleichungen 
folgen : 

(6) . . . a" + b* + c = a + b" + c=0 a +b + c" = 0. 

Die hierdurch dargelegte doppelte Zusammensetzung der neu 
eingeführten Symbole aus den alten beweiset, dass: 

(7) a ' — b" =a c" = 

die Gleichungen der drei Diagonalen des Pascalschen Sechs- 
ecks sind. 

Definiren wir endlich zwei Symbole r und r durch die iden- 
tischen Gleichungen: 

a — a = r a — a = r, 
so haben wir unter Berücksichtigung von (5) und (6): 

a — a = r a — a = r 

(8) ...... b' — b" = r b" — b = r 

f ff ff . t 

c — c=r c — c = r, 

und aus (8) und (2) folgt: 

(9) .^. . r + r + r" = 0. 

Die identischen Gleichungen (8) lassen erkennen, dass in 
der durch die drei Diagonalen des Pascalschen Sechsecks er- 
weiterten Figur mit Ausnahme des Pascalschen Sechsecks, von 
dem wir ausgingen, noch zwei Pascalsche Sechsecke vorliegen 
und die identische Gleichung (9) beweiset, dass gewisse drei 
durch die drei Pascalschen Sechsecke bestimmte gerade Linien 
sich in einem Punkte schneiden. 

Um diese, aus den aufgestellten Gleichungen abzunehmenden, 
Sätze bequemer auszudrücken, lassen wir die Definitionen voraus- 
gehen: Wir nennen eine Pascalsche Linie diejenige gerade 
Linie, in welcher sich die gegenüberliegenden Seiten des Pascal- 
schen Sechsecks schneiden; der Brianchorische Punkt eines 
Brianchonschen Sechsecks soll der Punkt sein, in welchem sich 
die drei Diagonalen des Sechsecks schneiden. Hiernach haben 
wir nun die Sätze: 
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Wenn man in einem Wenn man in einem ge- 
gegebenen Pascalschen gebenen Brianchonschen 
Sechsecke die drei Diago- Sechsecke die drei Punkte 
nalen zieht, welche die fixirt, in welchen sich die 
gegenüberliegenden Ecken gegenüberliegenden Seiten 
verbinden, so bilden die des Sechsecks schneiden, 
geraden Seiten und die so bildendie geradenEcken 
Diagonalen ein zweites und diedreifixirt,enPunkte 
Pascalsches Sechseck mit die Ecken eines zweiten 
denselben Ecken als das Br ianch o nsc hen Sechs- 
gegebene, ebenso die un- ecks mit denselben Sei- 
geraden Seiten und die ten als das gegebene, eben- 
Diagonalen ein drittes so die ungeraden Ecken 
Sechseck mit denselben und die fixirten Punkte die 
Ecken. Die, diesen drei Ecken eines dritten Brian- 
Sechsecken zugehörigen chonschen Sechsecks mit 
PascalschenLinien schnei- denselben Seiten. Die die- 
den sich in einem und dem- sen drei Brianchonschen 
selben Punkte. Sechsecken zugehörigen 

Brianchonschen Punkte 
liegen auf einer und der- 
selben geraden Linie. 

Wenn man die auf einander folgenden fecken des gegebenen 
Pascalschen Sechsecks mit den Zahlen bezeichnet 12 3 45 6, so 
hat man die drei Sechsecke, von welchen der Satz handelt: 
123456 163254 14365 2. 

Man bemerkt, dass die ungeraden Ecken in jedem dieser 
Sechsecke dieselben sind 13 5. Die ihnen gegenüberliegenden 
geraden Ecken sind auch dieselben 4 6 2, nur in veränderter 
Ordnung. Um diese Anordnung besser hervortreten zu lassen, 
bezeichnen wir jene drei Sechsecke symbolisch durch Brüche, 
deren Zähler die ungeraden Ecken, deren Nenner die ihnen 
gegenüberliegenden geraden Ecken enthalten: 

(m) 13_5 13J5 lj$_5 

l U ' 462 246 62 4* 

Diese Symbole für die.drei Sechsecke entstehen aus einander 
durch cyclische Vertauschung der drei Zahlen des Nenners und 
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kehren wieder in sich zurück. Dieselben drei Sechsecke würden 
aber auch durch die Symbole ausgedrückt werden, welche aus 
einem der Symbole durch cyclische Vertauschung der Zahlen des 
Zählers hervorgehen oder wenn man für die angegebenen Brüche 
die reciproken Brüche nehme. 

Wenn man in einem der angegebenen Brüche alle sechs 
Combinationen der drei Zahlet) des Nenners macht, so entstehen 
ausser den* angegebenen noch die Symbole für drei Sechsecke, 
welche durch cyclische Vertauschung der Zahlen des Nenners 
wieder in einander übergehen: 

I ' 642 426 26 4* 

Von diesen drei Sechsecken wird der nachfolgende Satz 
handeln. Hier bemerken wir nun, dass wir nur von einem der 
drei Sechsecke nachzuweisen brauchen, dass es ein Pascalsches 
Sechseck ist, um zu wissen, dass alle drei Pascalsche Sechsecke 
sind und dass ihre Pascalschen Linien sich in einem und dem- 
selben Punkte schneiden. 

~ Um auf die zuletzt genannten drei Sechsecke zu kommen, 
definiren wir die drei Symbole q durch die identischen Gleichun- 
gen (3). Aus ihnen und den identischen Gleichungen (5) und (6) 
folgen dann die identischen Gleichungen: 

b — c=(> c — a = q a — b = q" 
(12) ... b — c = q c — a = q a — b = q 
b — c = Q c — a = q a — b = q , 

und daraus: 

(13) 9 + f + 9 " = 0. 

Man sieht, dass hier wieder Pascalsche Sechsecke vorliegen, 
deren Seiten sind sechs von den neun geraden Linien — den 
sechs Seiten des gegebenen Pascalschen Sechsecks und dessen 
drei Diagonalen. — Es sind dieses die Sechsecke (11). Die iden- 
tische Gleichung (13) beweiset, dass die drei, diesen Sechsecken 
zugehörigen, Pascalschen Linien sich in einem und demselben 
Punkte schneiden. Im Anschluss an* die vorhergehenden Sätze 
können wir deshalb sagen: 
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Wenn man in einem Wenn man in einem 
gegebenen Pascalscken Brianchonscken Sechsecke 
Sechsecke die drei Diago- die drei Punkte fixirt, in 
nalen zieht, welche die welchen sich die gegen- 
gegenüberliegenden Ecken üb er liegend en Seiten 
verbinden, so lassen sich schneiden, so bilden die 
aus den neun geraden Li- sechs Ecken und die drei 
nien der Figur sechsSechs- fixirten Punkte combinirt 
ecke bilden, deren Ecken zu sechs die Ecken von 
mit den Ecken des gegebe- sechs Sechsecken, deren 
nen Sechsecks zusammen- Seiten mit den Seiten des 
fallen. Diese sechs Sechs- gegebenen Sechsecks zu- 
eckesindPascalscheSechs- sammenfallen. Diese sechs 
ecke, und vonden ihnen zu- Sechsecke sind Brianchon- 
gehörigen Pascalschen Li- sehe. Sechsecke und von 
nien- schneiden sich drei den ihnen zugehörigen 
Linien r in einem Punkte, Brianchonschen Punkten 
die drei anderen q wieder liegen drei Punkte r auf 
in einem Eunkte. einer geraden Linie, die 

drei anderen q auf einer 
zweiten geraden Linie. 

Die Punkte , in welchen sich die drei Pascalschen Linien r, 
oder die drei Pascalschen Linien q schneiden, heissen Stein er- 
sehe Punkte nach dem Entdecker. Wir werden später auf die 
Lage dieser Punkte näher eingehen. 

Wir bereiten nur eine Ausdehnung der angegebenen Sätze 
vor, wenn wir dieselben wie folgt aussprechen, ausgehend von 
dem Pascalschen oder Brianchonschen Sechsecke und mit der 
geometrischen Interpretation der identischen Gleichungen (12) 
und (13) den Anfang machen. 

Wenn man in einem Wenn man in einem 
Pascalschen Sechsecke die Brianchonschen Sechsecke 
drei Diagonalen zieht, wel- die drei Punkte fixirt, in 
che die gegenüberliegen- welchen sich die gegen- 
den Ecken verbinden, so-überliegenden Seiten des 
bilden die geraden Seiten Sechsecks schneiden, so 
des Sechsecks, die unge- bilden die geraden Ecken 



Digitized by VjOOQ IC 



122 Zehnte Vorlesung. 

raden Seiten und die drei des Sechsecks, die ,unge- 
Diagonalen drei Dreiecke, raden und die drei fixir- 
welche drei von einem ten Punkte die Ecken von 
Punkte ausgehenden gera- drei Dreiecken. Die ent- 
den Linien g einbeschrie- sprechenden Seiten der 
ben sind. Die entsprechen- drei Dreiecke schneiden 
den Seiten je zweier von sich in einem Punkte q, und 
diesen Dreiecken schnei- die drei Punkte q liegen auf 
den sich paarweise in einer einer geraden Linie. Die 
geraden Linie r, und die Verbindungslinien der ent- 
drei geraden Linien r sprechenden Ecken je 
schneiden sich wieder in zweier Dreiecke schneiden 
einem und demselben sich in einem Punkte r und 
Punkte. • die drei Punkte r liegen 

wieder auf einer und der- 
selben geraden Linie. 

In jedem der genannten beiden Steinerschen Punkte schnei- 
den sich drei Pascalsche Linien, in dem ersten die drei Linien r, 
in dem anderen die drei Linien q. Wir construiren nun zu je- 
der Pascalsehen Linie r, indem wir die beiden anderen als ein 
Paar betrachten, die ihr zugehörige vierte harmonische Linie. 
Auf gleiche Weise construiren wir die drei vierten harmonischen 
Linien zu den drei Pascalschen Linien q. 

Um ihre Gleichungen aufzustellen, deflniren wir die drei 
Symbole R und die drei Symbole P durch die identischen Glei- 
chungeji : 

r — r = R q — q = P 

(14) r - r" E£E R' 9 — q'ee P 

r — r F^ R" q' — Q = P" . 

Alsdann erhält man die Gleichungen der construirten vierten 
harmonischen Linien, wenn man die eingeführten Symbole ein- 
zeln gleich setzt: R = R' = . . . P" = 0. Denn es 
ist r" — ,r = die vierte harmonische Linie zur Linie r, de- 
ren Gleichung auf Grund von (9) sich so darstellt r" + r = 0. 
Und so weiter. 

Aus diesen identischen Gleichungen (14) und den früheren 
(2), (8) und (12) gehen auf die einfachste Weise folgende hervor: 
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R + P ~ 3a R' + P Z= 3« R" + P ~ 3a" 

(15) . . . R + P' = 3b R' + P' =3b' R" + P' = 3b" 

R + P"=3c R' + P r =3c R" + P" — 3c". 

Diese Zusammensetzung der Symbole für die Seiten und 
Diagonalen des gegebenen Pascalschen Sechseckes aus den in (14) 
eingeführten Symbolen beweiset den Satz: 

Die drei vierten harmonischen Linien zu den drei 
Pascalschen Linien r schneiden die drei vierten har- 
monischen Linien zu den drei Pascalschen Linien e in 
neun Punkten, welche auf den Seiten und den Diago- 
nalen des gegebenen Pascalschen Sechsecks liegen. 

Es beweisen ferner jene Gleichungen (15), dass - ausser den 
genannten sechs Pascalschen Sechsecken (10) und (11) in der 
weiter ausgeführten Figur noch andere Pascalsche Sechsecke vor- 
liegen, auf welche wir jedoch nicht weiter eingehen werden. 

Die beschriebene Figur hat bereits eine solche Ausdehnung 
gewonnen, dass sie sich in einer Zeichnung schwer verfolgen 
lässt. Wir kehren deshalb zu dem Pascalschen Sechsecke zu- 
rück, von welchem tvir ausgingen und dessen analytischen Aus- 
druck wir in (1) und (2) gegeben haben. Wir beabsichtigen an 
dieser Figur noch eine Bemerkung zu machen, deren Bedeutung 
an dieser Stelle sich allerdings nicht recht würdigen lässt; wir 
machen sie aber, um uns künftig darauf berufen zu können. 

Wir definiren zu diesem Zwecke einen Kegelschnitt als 
den geometrischen Ort eines Punktes, dessen Coordinaten einer 
gegebenen Gleichung des zweiten Grades, der Gleichung des 
Kegelschnittes, genügen, wie wir die geraden Linien als den 
geometrischen Ort eines Punktes definirt haben, dessen Coordi- 
naten einer gegebenen Gleichung des ersten Grades genügen. 
Ob ein gegebener Punkt in einem durch seine Gleichung ge- 
gebenen Kegelschnitt liege, erfahren wir demnach, wenn wir zu- 
sehen, ob die Coordinaten des Punktes der Gleichung des Kegel- 
schnittes genügen. Unter gewissen Voraussetzungen wird der 
Kegelschnitt ein Linienpaar, unter anderen Voraussetzungen ein 
Kreis, denn beide werden, wie wir gesehen haben, durch Glei- 
chungen des zweiten Grades analytisch ausgedrückt, 
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Mit dieser Definition gehen wir an die Untersuchung des 
Ausdruckes zweiten Grades: 

(16) ... k = r"r" — r" (a + b + c) + bc + ca + ab, 

der sich mit Rücksicht auf (2) auch so darstellen lässt: 

k = (r"-&) [r"-c) - «(/'-&- c) = &Y — a (r" — ft — c). 

Hiernach verschwindet der Ausdruck Ar, wenn a = und 
b' c=3 0, oder wenn a c= und c' = 0. Er verschwindet also, 
wenn man in ihm für die variabeln Coordinaten die Coordinaten 
der einen oder der anderen Ecke des Pascalschen Sechseckes 
setzt, in welchen die Seite a mit den Seiten b' und c zusammen- 
stösst. 

Ebenso können wir nachweisen, dass der Ausdruck k ver- 
schwindet, wenn wir für die variabeln Coordinaten in ihm die 
Coordinaten irgend einer Ecke des Pascalschen Sechsecks setzen. 

Da aber k = nach der Definition die Gleichung eines 
Kegelschnittes ist, so sehen wir, dass auf diesem Kegelschnitt 
die sechs Ecken des Pascalschen Sechsecks liegen. Wir können 
daher den Satz aussprechen: 

Durch die sechs Ecken eines jeden Pascalschen 
Sechsecks lässt sich ein Kegelschnitt legen. 

Es braucht hiernach der angegebene Kegelschnitt nicht der 
einzige zu sein, welcher durch die sechs Ecken des Pascalschen 
Sechsecks geht. Allein es bedarf nur des Beweises, der sehr 
leicht zu fähren ist, dass fünf Punkte eines Kegelschnittes den 
Kegelschnitt unzweideutig bestimmen, um einzusehen, dass es nur 
einen einzigen Kegelschnitt giebt, welcher durch die sechs Ecken 
eines Pascalschen Sechsecks geht» 

Die wahre Bedeutung des Satzes tritt erst zu Tage, wenn 
man es sich klar macht, wie derselbe das Mittel an die Hand 
giebt, durch fünf gegebene Punkte eines Kegelschnittes alle 
übrigen Punkte desselben linear zu construiren. 

Wir haben hiermit die uns gesteckten Grenzen überschritten, 
denn die Kegelschnitte gehören nur hierher, insofern sie sind 
Linienpaare oder Kreise. Wir kommen deshalb noch ein Mal 
auf das Pascalsche Sechseck mit seinen drei Diagonalen zurück, 
um die oben angedeutete Ausdehnung zu machen. Dieselben 
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Formeln mit Auslassung der identischen Gleichungen (5) und (6) 
werden die versprochenen Sätze geben. 

Die geraden Seiten eines Pascalschen Sechsecks, seine un- 
geraden Seiten und seine drei Diagonalen betrachteten wir als 
die Seiten von drei Dreiecken und fanden, dass diese Dreiecke 
drei geraden Linien q einbeschrieben sind, welche von demselben 
Punkte ausgehen. Wir werden jetzt irgend drei Dreiecke be- 
trachten, welche irgend dreien von einem Punkte ausgehenden 
geraden Linien q einbeschrieben sind. 

Die Gleichungen der drei geraden Linien q 3eien q = 0, 
q = 0, q" = 0. Da diese Linien der Annahme nach sich in 
einem Punkte schneiden, so können wir ihre Gleichungen gleich 
in der Form annehmen, dass sie die Gleichung (13) identisch 
erfüllen. 

Es seien ferner (1) und (7) die Gleichungen der Seiten der 
drei, den Linien q einbeschriebenen, Dreiecke. Wir können sie 
nach den vorausgegangenen Auseinandersetzungen gleich mit 
solchen Factoren multiplicirt annehmen, dass sie den identischen 
Gleichungen (12) genügen. 

Führen wir nun die drei Symbole r ein durch die identischen 
Gleichungen: 

a — a = r a — a = r a — a =. r , 
so erhalten wir ohne Weiteres aus den identischen Gleichungen 
(12) die identischen Gleichungen (2) und (8) nebst der identischen 
Gleichung (9). Diese Gleichungen sagen aber aus, dass die drei 
Linien a ein Dreieck bilden, die drei Linien b ein zweites und 
die drei Linien c ein drittes Dreieck, welche sämmtlich drei von 
einem Punkte ausgehenden geraden Linien r einbeschrieben sind. 
Wir drücken dieses kurz so aus: 

Wenn drei Dreiecke Wenn die entsprefchen- 
dreien geraden Linien ein* den Seiten von drei Drei- 
beschrieben sind, welche ecken durch drei Punkte 
von einem und demselben gehen, welche auf einer 
Punkte ausgehen, so bil- geraden Linie liegen, so 
den die entsprechenden schneiden sich die Verbin- 
Seiten der drei Dreiecke dungslinien der entspre- 
wieder drei Dreiecke, wel- chenden Ecken je zweier 
che dreien geraden Linien Dreiecke in einem Punkte 
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einbeschrieben sind, die und die drei Schnittpunkte 
von einem anderen Punkte liegen auf einer geraden 
ausgeben. Linie. 

Wir wollen auf die Figur des ersten Satzes näher eingeben, 
weil wir dieselbe bei der Untersuchung sämmtlicher Sechsecke, 
welche die sechs Ecken eines gegebenen Pascalschen Sechsecks 
haben, wieder auftreten sehen werden. 

Die Figur besteht aus 15 geraden Linien Ä, aus den 9 Sei- 
ten der drei Dreiecke, welche zugleich die Seiten der drei ande- 
ren Dreiecke bilden, aus den 3 von einem Punkte ausgehenden 
geraden Linien, welchen die drei ersten Dreiecke einbescbrieben 
sind und aus den drei von einem Punkte ausgehenden geraden 
Linien, welchen die drei anderen Dreiecke einbescbrieben sind. 
Sie besteht aus 20 Punkten S, wenn wir die Ecken der sechs 
Dreiecke und zugleich die beiden Punkte in das Auge fassen, 
von welchen das erste und das zweite System von drei geraden 
Linien ausgehen, welchen die Dreiecke einbeschrieben sind. 

Die beiden letzten Punkte S entsprechen einander so, dass, 
wenn man von dem ersten Punkte in der Figur ausgeht, man zu 
dem zweiten Punkte gerade so durch die 20 Linien R gelangt» 
als man zu dem ersten gelangen wurde, wenn man von dem 
zweiten ausginge. 

Bemerken wir ferner, dass in jedem Punkte S sich drei ge- 
rade Linien R schneiden und dass auf jeder Linie R vier Punkte 
S liegen, so sehen wir, dass jeder Punkt S seinen entsprechen- 
den in der Figur hat. Denn man kann von jedem der 20 Punkte 
S in der Figur ausgehen. Von ihm gehen immer drei Linien R 
aus, welchen drei Dreiecke einbeschrieben sind und der ange- 
gebene Satz fuhrt auf den ihm entsprechenden Punkt. 

\fyir haben in dem Vorhergehenden nur fünf Sechsecke in 
Betracht gezogen, welche mit einem gegebenen Pascalschen 
Sechseck dieselben Ecken haben. Wir fanden, dass sie Pascalsche 
Sechsecke sind. Aber es giebt noch mehr Sechsecke, welche mit 
einem gegebenen dieselben Ecken haben. Bezeichnen wir mit 
1, 2 ... 6 die Ecken eines gegebenen Sechsecks, so erhalten wir 
die Zahl aller Sechsecke mit den Ecken des gegebenen Sechs- . 
ecks, wenn wir die Permutationen der genannten Zahlen bilden, 
das ist das Produkt 1 . 2 . 3 . . 6, 
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In diesem Produkt ist jedes Sechseck sechs mal gerechnet, 
weil die sechs cyclischcn Vertauschungen der Ecken eines und 
desselben Sechsecks immer dasselbe Sechseck geben. Es ist 
überdies jedes Sechseck noch zwei mal gerechnet, weil die Um- 
kehrung der Ordnung der auf einander folgenden Ecken auf das- 
selbe Sechseck zurückführt. Wir haben also jenes Produkt zu 
dividiren durch 6.2, um die Zahl der verschiedenen Sechsecke 
zu erhalten, welche dieselben sechs Ecken haben. 

Es giebt 60 verschie- Es giebt 60 verschie- 
dene Sechsecke, welche dene Sechsecke, welche 
sechs gegebene Punkte als sechs gegebene gerade Li- 
Ecken haben. nien als Seiten haben. 

Wenn eines von den 60 Sechsecken, welche sechs gegebene 
Punkte als Ecken haben, ein Pascalsches Sechseck ist, fanden 
wir, dass noch fünf.an'dere von den 60 Sechsecken Pascalsche 
Sechsecke sind. Es drängt sich nun die Frage auf, ob nicht alle 
60 Sechsecke Pascalsche Sechsecke sind, wenn eines unter ihnen 
ein Pascalsches Sechseck ist. Diese Frage werden wir im Fol- 
genden beantworten. 

Als im Vorhergehenden ein Pascalsches Sechseck vorlag, 
gegeben durch die Gleichungen der Seiten, konnten wir leicht 
die Diagonalen analytisch ausdrücken, welche die gegenüber- 
liegenden Ecken des Sechsecks verbinden. Die sechs Seiten des 
gegebenen Pascalschen Sechsecks und die Diagonalen bildeten 
die Seiten der betrachteten sechs Sechsecke. Die genannten 
60 Sechsecke haben aber noch andere Seiten. Sie haben alle 
geraden Linien als Seiten, die irgend zwei Ecken des gegebenen 
Pascalschen Sechsecks verbinden. 

Wir beginnen daher unsere Untersuchung mit der Aufgabe: 

Die 15 geraden Linien analytisch auszudrücken, 
welche jede zwei Ecken eines gegebenen Pascalschen 
Sechsecks verbinden. 

Es seien, wie zu Anfang der Vorlesung, 
<* = ß — y = 0, </ = ß' — / = 
die gegebenen Gleichungen der Seiten des Pascalschen Sechsecks. 
Die Bedirigungsgleichungen dieser Figur: 
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*«' = «oo« + a o\ß + «02? 

X ß = «10« + «110 + «12? 
f*/ — «20« + «210 + «22? 

enthalten neun Constanten, die sich auf drei notwendige zurück- 
führen lassen. 

Setzen wir zu diesem Zwecke: 

a = — a ß = — b = — c 

V<*öo V a n V<ht 



= w, 



*22 



Va n a n Va n a^ Va M a n 

so haben wir die Gleichungen der Seiten des gegebenen Pascal- 
sehen Sechsecks: 

(17) a= ° b= ° C = ° 

K J a'=0 b' = c' = 

und die Bedingungen des Pascalschen Sechsecks: 

a = a + wb + vc 
(18) 6' = tva + b + uc 

c = va + üb + c. 

Das will sagen, dass man die Gleichungen der Seiten eines 
Pascalschen Sechsecks durch Multiplication mit gewissen Fac- 
toren immer auf die Form (17) bringen kann, dass man identisch 
hat (18), in welchen Gleichungen u, v, w zu bestimmende Con- 
stanten bedeuten. 

Wir. behaupten nun, dass die Gleichungen der Diagonalen, 
welche die gegenüberliegenden Ecken des Pascalschen Sechsecks 
verbinden: 

(19) «" *=> b" = c" = 0, 

durch die identischen Gleichungen bestimmt sein werden: 

a = a + n> b + v c 
(20) b" == w a + b + uc 

c" = v a + w b + c > 

wenn wir unter w' t/ n/ die reeiproken Grössen von w, v, n> ver- 
stehen, das heisst, wenn uu = 1, t>t/ = 1, »» = 1. 
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Diese Behauptung wird gerechtfertigt sein, wenn man nach- 
weiset, däss das Symbol a", ähnlich wie in (5) und (6), sich so- 
wohl aus den Symbolen b und c als aus' b' und c linear zu- 
sammensetzen lässt. Dieses sieht man aber sogleich, Wenn man 
die dritte Gleichung (18) mit v multiplicirt und von der ersten 
Gleichung (20) abzieht, oder wenn man die zweite Gleichung (18) 
mit w multiplicirt und von der ersten Gleichung (20) abzieht. 
Und so ferner. 

Die folgende Figur soll das Pascalsche Sechseck darstellen 
mit seihen geraden Seiten a, 6, c, seinen ungeraden Seiten a b' c f 
und seinen Diagonalen a b" c", gegeben durch ihre Gleichungen 
(17) und (19). Die Ecken dieses Sechsecks bezeichnen wir zu 
weiterem Gebrauch mit den Zahlen 1 2 . . 6. 

Die genannten neun geraden ^ig. 10. 

Linien bilden, wie wir nächgewie- 
sen haben, die Seiten von sechs 
Pascalschen Sechsecken, welche die- 
selben Ecken haben als das ge- 
gebene Pascalsche Sechseck. Von 
diesen haben die drei Pascalschen 
Sechsecke (10) der Reihe nach die 
Pascalschen Linien r" r r, die 
drei anderen (11) der Reihe nach 
die drei Pascalschen Linien q" q q. 

Es hat keine Schwierigkeit, auch unter der geänderten Form 
der Daten die Gleichungen der genannten sechs Pascalschen Li- 
nien anzugeben. Den drei Pascalschen Sechsecken (10) ent- 
sprechen der Reihe nach ihre Pascalschen Linien r" r r: 

ua + v'b + tv'c = ua + vb + tvc t=z 

(ua + vb + tue) + uvtv (ua + v'b'+ rvc) =* 

und den drei Pascalschen Sechsecken (11) entsprechen der Reihe 
nach die drei Pascalschen Linien ^" q' q: 

(99\ (u — vw)a — (v — uw)bs=zO (n> — uv)c — (u — vr»)a=0 
(v — wu)b — (w — vu) c = 0. 

Auch in dieser Form der Gleichungen der sechs Pascalschen 
Linien ist es leicht zu erkennen, dass die drei Pascalschen Li- 

Hesse, Analy t. Geometr. d. Ebene. I. 9 
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nien r sich in einem Punkte schneiden, ebenso, dass die drei 
Pascalschen Linien q sich in einem Punkte schneiden. 

Die Symbole der ungeraden Seiten a, b', c des Pascalschen 
Sechsecks haben wir in (18) ausgedrückt durch die Symbole ah c 
der geraden Seiten. Wir sehen, dass diese Ausdrücke (18) über- 
gehen in die Symbole (20) der drei Diagonalen, wenn wir für 
alle Constanten w, v, » respective setzen ihre reciproken Werthe 

irr 
U, V, » . 

Wir behaupten nun, dass die Ausdrücke (18) der Symbole 
für die ungeraden Seiten des Pascalschen Sechsecks nicht allein 
übergehen in die Symbole für die drei Diagonalen, sondern auch 
in die Symbole der noch fehleuden sechs geraden Linien, welche 
irgend zwei Ecken des Pascalschen Sechsecks verbinden, wenn 
man für u, v, » zugleich oder einzeln setzt u, v, »'. 

Wir wiederholen nur unsere Behauptung, wenn wir sie im 
Einklang mit der Figur mit Einfuhrung treffenderer symbolischer 
Bezeichnungen also ausdrücken: 



[12]= [45]+»[23]+t>[61] 

(23) [66] = »[45] + [23]+u[61] 
[34]=»[46]+ti[23] + [61] 

[12]= -[46]+»[23]+t>[61] 

(24) [46]= »[45] + [23] + u'[61] 
[35]=t>[45]+w'[23] + [61] 



[36]= [46] +»'[23] +»[6 
[14] = »'[45] + [23]+ti'[6 
[25] = v [45] + u [23] + "[6: 

[36] = [45] + w [23] + v [6 
[16]=» [45]+ [23] + m[6 
[24] = t;'[45] + w[23]+ [6 



[13]= [46] +»[23] +»[61] [26]= [45] + w [23] + v [6 

(25) [56]==» [45]+ [23] + ii [61] [14]=» [45]+ [23]+m'[6 

[24] = v'[45]+w[23]+ [61] [35] = v [45] + u [23] + [6 



[26]= [45] + »[23] + t;[61] 

(26) [15] =»'[45]+ [23]+w[61] 

[84]= n [46] + ic [23]+ [61] 



[13]= [46] + »[23] + »'[6: 
[46]= w [45]+ [23] + w'[6 
[25] = v [45] + w' [23]+ [6: 



Die identischen Gleichungen (23) sind nichts anders als die 
Wiederholung der identischen Gleichungen (18) und (20), wenn 
man für die früheren Symbole der geraden, der ungeraden Sei- 
ten, und der drei Diagonalen des Pascalschen Sechsecks in 
Uebereinstimmung mit der Figur die Symbole einführt: 
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« = [46] 6 =[23] c = [61] «' = [12] 6' = [56] c' = [34] 
«" = [36] fc"=[14] c"=[35]. " . 

Die übrigen identischen Gleichungen drucken mit Wieder- 
holung der Symbole für die ungeraden Seiten und der drei 
Diagonalen des Pascalschen Sechsecks alle übrigen Verbindungs- 
linien je zweier Ecken des Pascalschen Sechsecks doppelt aus als 
lineare Functionen der Symbole der geraden Seiten. 

Wir beweisen diese Behauptung nur an der zweiten Glei- 
chung (24), weil der gleiche Beweis sich an allen übrigen wieder- 
holt. Ziehen wir nämlich von der genannten Gleichung (24) die 
zweite Gleichung (23) ab, so sehen wir, dass das Symbol [46] 
linear zusammengesetzt ist aus den Symbolen [56] und [61], 
woraus folgt, dass die gerade Linie [46] s=3 durch den Eck- 
punkt 6 des Sechsecks gebt. Multipliciren wir dagegen die dritte 
Gleichung (23) mit u und ziehen sie von der zweiten Gleichung 
(24) ab, so sehen wir, dass dasselbe Symbol [46] auch aus den 
Symbolen [45] und [34] zusammengesetzt ist, dass also jene ge- 
rade Linie [46] = auch durch die Ecke 4 des Pascalschen 
Sechsecks geht. Da die gerade Linie [46] = die Ecken 
4 und 6 des Sechsecks verbindet, so ist auch das Symbol [46] 
für dieselbe gewählt. Gleiches gilt von den übrigen Symbolen. 

Die Lösung der oben gestellten Aufgabe besteht 
demnach einfach darin, dass man die 15 eingeführten 
Symbole [xX] einzeln gleich setzt. Die dadurch ent- 
stehenden Gleichungen drücken die gesuchten 15 geraden Linien 
aus. Die identischen Gleichungen (23) — (26) lassen die Zu- 
sammensetzung jener Gleichungen erkennen aus drei von ihnen 
mit Zuziehung von nur drei Constanten u, v, w, da u, v, w die 
reciproken Werthe der ersteren sind. 

Wir heben noch hervor, dass der grosse Apparat, den wir 
in den Systemen identischer Gleichungen (23) — (26) niedergelegt 
haben, sich durch irgend eines von jenen Systemen, zum Beispiel 
durch das erste System, welches nur eine andere Ausdrucksweise 
der Gleichungen (18) und (20) ist, und eine Bildungsregel für 
die übrigen ersetzen lässt. 

Man sieht nämlich, dass die drei Symbole [45], [23], [61], 
durch welche die 12 anderen ausgedrückt wurden, durch die 
Vertauschungen der Zahlen: 

9* 
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4 mit 5, 2 mit 3, 6 mit 1 
ungeändert bleiben, während die übrigen 12 sich theilweise 
ändern. 

Es gehen die sechs Symbole, welche in den Gleichungen (23) 
durch jene drei Symbole ausgedruckt sind, durch die angegebenen 
Vertauschungen der Reihe nach über in die durch (24), (25), (26) 
ausgedrückten Symbole. Damit aber auch jene Gleichungen 
(24), (25), (26) richtig bleiben, hat man noch die entsprechenden 
Vertauschungen zu maehen: 

u mit u, v mit v, tv mit w'. 

Wir können deshalb sagen: Man erhält aus jedem der 
vier Systeme identischer Gleichungen (23) — (26) die 
drei übrigen, wenn man in demselben die Vertan- 
schungen macht: 

(I) 4 mit 5 und u mit u 

(II) 2 mit 3 und v mit v 

(III) 6 mit 1 und w mit w. 

Schliesslich wiederholen wir zu weiterem Gebrauch nach 
Einführung der neuen Symbole die Gleichungen (21) und (22) 
der drei Pascalschen Linien r" r r: 

«'[45] +»'p3] +»[61] —o i*[45]+t>[23]+w[61] =0 

^ 2T> |w[45]+ »[23] + w[61]} +u»w{t/[45]+*/[23]+«/[61]} = 

und der drei Pascalschen Linien q" q' q: 

[ ' " (v — tvu) [23] — (»—«») [61] ^= 0, 

welche der Reihe nach den Pascalschen Sechsecken (10) und (11) 
zugehören. N 

Nach dieser Voruntersuchung kommen wir nun auf die oben 
erwähnte Frage nach den Eigenschaften der 60 Sechsecke zurück, 
welche sechs gegebene Ecken haben, wenn eines derselben ein 
Pascalsches Sechseck ist. 

Das eine Pascalsche Sechseck von den 60 Sechsecken mit 

den gegebenen sechs Ecken sei das Sechseck 123456, oder j^, 
von welchem die Symbole der ungeraden Seiten und der drei 
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Diagonalen in den identischen Gleichungen (23) durch die Sym- 
bole der geraden Seiten ausgedruckt vorliegen. Wir fanden mit 
Einschluss des genannten Pascalschen Sechsecks sechs Pascalsche 
Sechsecke, welche die gegebenen Ecken 123456 haben, nämlich 
die Sechsecke (10) und (11). Wir bezeichnen sie kürzer, indem 
wir die drei ersten, ebenso die drei anderen zusammenfassen mit 
den Zeichen: . 

« GS] [st] 

aus welchen man die früheren (10) und (11) wieder herstellen 
kann durch cyclische Vertauschung der Zahlen des Nenners oder 
auch des Zählers. 

Wie diese sechs Pascalsche Sechsecke aus dem System 
Gleichungen (23J hervorgingen, so gehen aus jedem der vier 
Systeme Gleichungen (23) — (26) sechs Pascalsche Sechsecke 
hervor, und wie aus dem Systeme (23) durch die Vertauschungen 
(I), (ü), (III) die übrigen Systeme erhalten werden, so erhält man 
aus (29) durch dieselben Vertauschungen die 18 Pascalschen 
Sechsecke: 

nn\ T 134 l l~ 134 l T 125 l n^fl [~ 635 1 T 635 l 

W) ' ' • L562J L^J L463J U^J Ul2j LW 

Kehren wir wieder zu den sechs Pascalschen Sechsecken (29) 
zurück, legen aber die ungeraden Seiten des Pascalschen Sechs- 
ecks 123456, deren Gleichungen sind [12] s=s 0, [34] = 0, 
[56] = 0, zum Grunde, wie vorhin die geraden Seiten und be- 
merken, dass die angegebenen Gleichungen sich durch die Ver- 
tauschungen : 

(IV) 1 mit 2, 3 mit 4, 5 mit 6 

nicht ändern, so erhalten wir durch diese Vertauschungen aus 
(29) die 18 Pascalschen Sechsecke: 

/an r 235 i i" 235 i r i45 i ["ü*! r i36 i r i36 i 

V> L ) • • • [ielj LeiiJ L562J L«3*J UmJ L542J 

Legen wir endlich die Diagonalen [14] = 0, [25] = 0, 
[36] = zum Grunde, so erhalten wir aus (29) durch die Ver- 
tauschungen : 

(V) 1 mit 4, 2 mit 5, 3 mit 6 
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die 18 Pascalscheii Sechsecke: 

\P*) • • • [ 162 J [612j L465J L645J U32J [ß&J 

Die Gesammtzahl dieser verschiedenen Pascalschen Sechsecke 
mit den Ecken 123456 ist 60. Demnach haben wir im An- 
schluss an die oben aufgestellten Sätze folgende Erweiterungen: 

Es giebt 60 verschie- Es giebt 60 verschie- 
dene Sechsecke mit sechs dene Sechsecke mit sechs 
gegebenen Ecken. Sie sind gegebenen Linien als Sei- 
sämmtlich Pascalsche ten. Sie sind sämmtlich 
Sechsecke, wenn eines Brianchonsche Sechsecke, 
derselben ein Pascalsches wenn eines derselben ein 
Sechseck ist. Brianchonsches Sechseck 

ist. 

Diese 60 Pascalschen Sechsecke mit denselben sechs Ecken grup- 
piren sich, wie man sieht, zwanzig Mal zu dreien. Da nun die Pas- 
calschen Linien jeder Gruppe sich in einem Steinerschen Punkte S 
schneiden, so hat man in dem Systeme der 60 Pascal- 
schen Sechsecke mit denselben sechs Ecken 20 Stei- 
nersche Punkte S. 

Wir werden, um die Lage der 20 Punkte S näher zu unter- 
suchen, zweckmässig jeden Punkt S mit demselben Symbol be- 
zeichnen, welches der Ausdruck von drei Pascalschen Sechsecken 
war, deren Pascalsche Linien sich in einem Steinerschen Punkte 
S schneiden. 

In dieser Voraussetzung stellt das Symbol: 



( 3s ) [äö 



den Steinerschen Punkt S dar, in welchem sich die drei Pascal- 
schen Linien (27) schneiden. 

Addiren wir die beiden ersten Gleichungen (27), so erhalten wir: 

(34) . . . (ti + i0 [45] + (v + v') [23] + (w + w) [61] = 

die Gleichung einer bestimmten geraden Linie R, welche durch 
jenen Steinerschen Punkt S (33) geht. 
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Durch die Vertauschungen (I) (II) (III) ändert sich die Glei- 
chung (34) nicht, während das Symbol (33) des Steinerschen 
Punktes S übergeht in die Symbole von drei anderen Steinerschen 
Punkten S: 

/q-v rmi r^i fasöi 

Wir schliessen hieraus, dass die genannten vier Steinerschen 
Punkte (33) und (35) auf einer und derselben geraden Linie (34) 
liegen, der Steinerschen geraden Linie R. 

Solcher Steinerschen geraden Linien R, auf welchen vier 
Punkte S liegen, giebt es mehrere in dem Systeme. Auf einer 
zweiten geraden Linie R liegt der Punkt (33) und die vier Punkte, 
deren Symbole aus dem genannten durch die Vertauschungen (IV) 
hervorgeben: 

w GS [ü] GS- 

Auf einer dritten geraden Linie R liegt der Punkt (33) und 
die Punkte, deren Symbole aus (33) durch die Vertauschungen (V) 
erhalten werden: 

ct ei m [s]- 

Wir können daher sagen, dass in jedem der 20 Steiner- 
schen Punktes sich drei Steinersche gerade Linien R 
schneiden. 

Um die Zahl der verschiedenen Steinerschen Linien R zu 
ermitteln, bemerken wir, dass wir unserer analytischen Unter- 
suchung die geraden Linien [45] = 0, [23] = 0, [61] = 
zum Grunde gelegt haben, das sind drei gerade Linien, welche 
durch sämmtliche Ecken der Pascalschen Sechsecke gehen. Die 
Untersuchung führte schliesslich auf die Steinersche Linie (34). 
Man kann aber von jeden drei geraden Linien ausgehen, welche 
durch die sechs Ecken des Pascalschen Sechsecks gelegt sind 
und wird jedes Mal auf eine Steinersche Linie R hinauskommen. 
Man hat demnach soviel Steinersche Linien R, als wie viel Mal 
sich drei gerade Linien durch sechs Punkte legen lassen, nämlich 
15 Mal. Es ist demnach 15 die Zahl der verschiedenen 
Steinerschen Linien R t auf deren jeder vier Steiner- 
sche Punkte S liegen. 
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Wir haben 15 Linien R und 20 Tunkte S. In jedem Puuktc 
S schneiden sich drei Linien R und auf jeder Linie R liegen 
vier Punkte S. Es sind das dieselben Elemente, aus welchen die 
oben discutirte Figur des Satzes von den drei Dreiecken besteht, 
welche dreien von einem Punkte ausgehenden geraden Linien 
einbeschrieben sind. Die 15 geraden Linien R und die 20 Punkte 
S bilden die dort beschriebene Figur. 

Man kann sich davon auch direct überzeugen; denn man ist 
nach dem Vorhergehenden in der Lage, 15 Mal die vier von den 
in (29) — (32) symbolisch dargestellten 20 Steinerschen Punkten S 
zusammenzustellen, welche in einer jeden der 15 Steinerschen 
Linien R liegen. 



Elfte Vorlesung. 
Der K r e i 



Wir haben bereits in der ersten Vorlesung die Gleichung 
des Kreises abgeleitet. Wir erhalten dieselbe, wenn wir von dem 
Quadrat der Entfernung eines variabeln Punktes xy von einem 
gegebenen Punkte a b das Quadrat des Radius r abziehen und die 
Differenz gleich setzen: 

(1) (x — a) 2 + (y — b) 2 — r 2 = 0. 

Diese Form der Kreisgleichung, gleichviel ob unentwickelt 
oder entwickelt, werden wir die Normalform nennen zum 
Unterschiede von der allgemeinen Form, welche aus der 
Multiplication jener Gleichung mit einem beliebigen constanten 
Factor hervorgeht. Ein Griterium für die entwickelte Kreis- 
gleichung in der Normalform ist hiernach, dass sowohl der 
Coefficient von x 2 als der von y 2 gleich der Einheit ist, während 
in der allgemeinen Form diese Goefficienten nur einander 
gleich sind. 
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Wenn wir in dem linken Theile der Gleichung (1) unter 
x und y die Coordinaten eines beliebigen Punktes p verstehen, 
der nicht in der Peripherie des Kreises liegt, so druckt die 
Summe der beiden ersten Glieder das Quadrat der Entfernung d 
des Punktes p von dem Centrum c des Kreises aus. Der linke 
Theil der Gleichung (1) wird demnach gleich: 

(d + r) (d - r) 
gleich dem Produkt der beiden Abschnitte, welche der Kreis auf 
der geraden Linie pc von p aus gerechnet macht. Da dieses 
Produkt bekanntlich gleich ist dem Quadrat der von dem Punkte 
p an den Kreis gezogenen Tangente, so haben wir den Satz: 

Wenn man den linken Theil einer in der Normal- 
form gegebenen Kreisgleichung von seinem rechten 
Theile, der s= ist, trennt, so drückt derselbe das 
Quadrat der Tangente aus, welche von einem belie- 
bigen, durch die Coordinaten x, y gegebenen, Punkte 
an den Kreis gezogen ist. 

Die entwickelte Kreisgleichung ist im Allgemeinen von der 
Form : 

(2) . . . Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0. 

Aber nicht jede Gleichung vop dieser Form stellt analytisch 
einen Kreis dar. Es wird sich der linke Theil dieser Gleichung 
auf die Form des linken Theiles der Gleichung (1), multiplicirt 
mit einem noch zu bestimmenden Factor X, zurückführen lassen 
müssen, wenn die Gleichung (2) die eines Kreises sein soll. Die- 
ses trifft zu unter den Bedingungen: 

X = A = B * = C 

— 2Aa=2) — 2Xb=E k(a 2 + b 2 -r 2 ) = F. 

Eliminirt man aus diesen sechs Gleichungen die vier Unbe- 
kannten a, 6, r, X, so erhält man die Bedingungen, unter 
welchen die Gleichung (2) einen Kreis darstellt: 

(3) A = C B = 0. 

Wenn diese beiden Bedingungen erfüllt werden, stellt die 
Gleichung (2) immer einen Kreis dar. Denn wir finden unter 
diesen Bedingungen die Werthe der Unbekannten: 
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[*)... a — a a— 2A 0— 2A r — ^ A% 

Es kann sich freilich ereignen, dass der Werth des Radius r 
des Kreises imaginär wird, jedoch werden wir auch imaginäre 
Kreise in den Kreis unserer Betrachtungen ziehen. 

In die Gleichung (1) des Kreises führt man die homogenen 

Coordinaten ein, wenn man für x und y setzt — und — und mit 
z 2 mulliplicirt, wodurch man erhält: 

(5) . . . . (* — az) 2 + (y — bzf — r 2 z 2 = 0. 

Dieser homogenen Gleichung des Kreises werden wir uns 
mit Vortheil bedienen, um die Aufgabe zu lösen: 

Die Gleichung (1) eines Kreises und die Coordi- 
naten^^ und^^ irgend zweier Punkte und 1 sind 
gegeben, die Coordinaten der Schnittpunkte zu be- 
stimmen, in welchen die Verbindungslinie der ge- 
gebenen Punkte den Kreis schneid-et. 

Die homogenen Coordinaten x, y, z eines beliebigen Punktes 
der Verbindtfbgslinie sind bekanntlich: 

(6) ... x = x Q — kx x y =* y — ky t z = 1 — k. 

Es wird der beliebige Punkt der Verbindungslinie der Schnitt- 
punkt derselben mit dem Kreise, wenn die Werthe von x, y 9 z 
aus (6) in die homogene Gleichung (5) des Kreises gesetzt der 
Gleichung genügen. Die letztere wird dabei eine quadratische 
Gleichung in k: 

(7) <*k 2 - 2ßk + y = 0, 

indem man hat: 

u = (x x - a) 2 + (y { - *)* _ r 2 
(8) . . . . ß = (x — a) [x x — a) + {y Q — b) (y x — b) — r 2 
y = (x - a) 2 + (y - b) 2 - r\ 

Löset man nun die quadratische Gleichung (7) auf und setzt 
für k in (6) die eine oder die andere Wurzel, so bat man die 
homogenen Coordinaten der gesuchten Schnittpunkte. 
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Das Schnittpunktepaar ist harmonisch mit dem gegebenen 
Punktepaar, wenn die Wurzeln der quadratischen Gleichung 
gleich, aber von entgegengesetzten Vorzeichen sind, was man aus 
den Werthen (6) der Coordinaten der Schnittpunkte ersehen kann. 
Die Bedingung für -ein gegebenes Punktepaar der Art ist dem- 
nach ß = 0. 

Man nennt zwei Punkte, deren Verbindungslinie den Kreis 
in einem Punktepaar schneidet, welches harmonisch ist mit den 
beiden Punkten, harmonische Pole des Kreises. Die Be- 
dingung ß = zwischen den Coordinaten x, y des einen und 
x it y { des anderen Poles wird demnach: 

(9) . . . (x- a) (x t — a) + (y — b) (y t — b) - r 2 = 0. 

Es ist dieses zugleich die Gleichung einer geraden Linie, auf 
welcher der eine Pol variirt, wenn der andere unverändert bleibt; 
mit anderen Worten: 

Der geometrische Ort des, einem gegebenen 
Punkte zugeordneten, harmonischen Poles des Krei- 
ses ist eine gerade Linie. 

Diese gerade Linie fuhrt den Namen der Polare des ge- 
gebenen Punktes und der gegebene Punkt den Namen des Poles 
der geraden Linie. Die Gleichung (9) stellt also die Po- 
lare des durch seine Coordinaten x t y t gegebenen 
Punktes dar. 

Man construirt hiernach die Polare eines gegebenen Punktes, 
indem man durch den gegebenen Punkt irgend zwei gerade Li- 
nien zieht und auf jeder derselben zu dem Schnittpunktepaar des 
Kreises und dem gegebenen Punkte den vierten harmonischen 
Punkt fixirt. Die Verbindungslinie der vierten harmonischen 
Punkte wird die gesuchte Polare sein. Sind im Speciellen jene 
beiden durch den gegebenen Punkt gezogenen geraden Linien 
Tangenten des Kreises, so werden die vierten harmonischen 
Punkte auf ihnen die Berührungspunkte der Tangenten, und die 
Polare des gegebenen Punktes stellt sich dar als die Verbindungs- 
linie der Berührungspunkte der von dem gegebenen Punkte an 
den Kreis gezogenen Tangenten. 

Durch die geringste Zahl von geraden Linien ist die ange- 
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deutele Construction in der ersten Figur ausgeführt, in welcher 
von dem gegebenen Punkte p zwei beliebige gerade Linien aus- 
gehen, die den Kreis in den Punkten 1, 3 und 4, 2 treffen. Die 

Fig. 11. 




puuktirte gerade Linie P, welche die Schnittpunkte der gegen- 
überliegenden Seiten des Vierecks 1234 verbindet, ist die ge- 
suchte Polare des gegebenen Punktes p, weil sie die beiden von 
dem Punkte p ausgehenden geraden Linien in den vierten har- 
monischen Punkten schneidet. Der Beweis davon beruht auf dem 
Satze, dass in einem vervollständigten Viereck 1234 jede Diago- 
nale von den beiden anderen Diagonalen harmonisch geschnit- 
ten wird. 

Eine andere Ausführung der Construction in der zweiten 
Figur, in welcher von dem gegebenen Punkte p drei beliebige 
gerade Linien ausgehen, ist begründet durch die erste. 

Aus der angegebenen Construction wird ersichtlich, dass 
die Polare eines Punktes immer senkrecht steht auf 
der geraden Linie, welche den Punkt mit dem Mittel- 
punkte des Kreises verbindet. Es ergiebt sich ferner 
daraus, dass die Polare des Mittelpunktes eines Krei- 
.ses eine gerade Linie im Unendlichen ist. 

Wählen wir auf der Polare (9) des gegebenen Punktes 1 
einen beliebigen Punkt 0, so genügen seine Coordinaten x Q y 
jener Gleichung und man hat: 

(x — a) {x t — a) + (y — b) [y x — b) — r 2 — 0. 
Auf Grund dieser Gleichung genügen aber auch die Coordinaten 
x i y i des Punktes 1 der Gleichung der Polare des gewählten 
Punktes 0: 



(x — a) (x — a) + (y — b) (y — b) 



= 0. 
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Wir können deshalb sagen: 

Harmonische Pole eines Kreises haben die cha- 
rakteristische Eigenschaft, dass die Polare des einen 
durch den anderen geht. 

Fixiren wir auf einer geraden Linie mehrere Punkte, so ist 
jeder derselben harmonischer Pol zum Pole der geraden Linie. 
Nach dem letzten Satze schneiden sich die Polaren der fixirten 
Punkte in dem Pole der geraden Linie. Wir haben demnach den 
Satz, welcher dient den Pol einer gegebenen geraden Linie zu 
construiren : 

Wenn ein Punkt eine gerade Linie durchläuft, so 
dreht sich seine Polare um den Pol der geraden Linie. 

Wir können den Satz auch umkehren wie folgt: 

Wenn eine gerade Linie sich um einen festen 
Punkt auf ihr dreht, so beschreibt der Pol der gera- 
den Linie die Polare des festen Punktes. 

Denn zieht man durch den festen Punkt eine gerade Linie, 
so bildet der Pol derselben und der feste Punkt ein Polenpaar. 
Da aber die Polare des einen durch den anderen geht, so liegt 
der Pol der geraden Linie auf der Polare des festen Punktes. 

Wenn derPol in der Peripherie desKreises liegt, 
so ist seine Polare Tangente des Kreises in dem Pol. 

Zieht man nämlich durch den Pol, der in der Peripherie 
des Kreises liegt, um seine Polare zu construiren, Secanten des 
Kreises, so wird der vierte harmonische Punkt auf ihnen immer 
mit dem Pole zusammenfallen. Nur in dem Falle, wenn die 
Secante Tangente wird, fällt der vierte harmonische Punkt nicht 
mit dem Pole zusammen, sondern kann jeder beliebige Punkt der 
Tangente sein. Da nun der geometrische Ort der vierten har- 
monischen Punkte die Polare ist, so ist in dem vorliegenden 
Falle die Polare Tangente des Kreises. Es ist demnach die 
Gleichung (9) die Gleichung der Tangente des Kreises 
in dem Punkte seiner Peripherie, dessen Goordinaten x v y x sind. 

Wir kehren zurück zu der quadratischen Gleichung (7), von 
welcher die Bestimmung der Schnittpunkte der geraden Linie Ol 
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und des Kreises abhängt. Die gerade Linie Ol wird Tangente 
des Kreises, wenn die Schnittpunkte zusammenfallen, das ist, 
wenn die Wurzeln der quadratischen Gleichung (7) gleich werden. 
Die Wurzeln derselben werden aber einander gleich unter der 
Bedingung ß 2 — uy = 0. Unter dieser Bedingung wird also die 
gerade Linie Ol Tangente des Kreises. Betrachten wir nun den 
Punkt 1 als gegeben, so wird der geometrische Ort des Punktes 0, 
dessen Verbindungslinie mit dem gegebenen Punkte 1 eine Tan- 
gente des Kreises ist, das Tangentenpaar, welches sich von dem 
Punkte 1 an den Kreis legen lässt. Setzen wir demnach in die 
Bedingungsgleichung ß 2 — ay = die Werthe (8), und für x Q 
und y die Variabein, so erhalten wir die Gleichung des 
Tangentenpaares vom Punkte 1 an den Kreis gelegt: 

{(*-«) (*, - a) + (y - b) (y, - b) - r'}' 
(1U} - {(*-«)' + {y-b)*-r*} {(*, -af + ( Jfl - b )*-t»}=0. 

Dass diese Gleichung ein Linienpaar darstellt, welches von 
dem Punkte 1 ausgeht, davon kann man sich nachträglich da- 
durch überzeugen, dass man die Gleichung (10) durch Entwicke- 
lung auf die Form (1) der achten Vorlesung bringt, die Werthe 
der Coefficienten a x x berechnet und sie in die Gleichungen (4) 
jener Vorlesung, den Bedingungen für ein vom Punkte 1 aus- 
gehendes Linienpaar, einsetzt. Man wird sehen, dass jene Be- 
dingungsgleichungen erfüllt werden. Doch halten wir diese Probe 
nach dem Vorhergehenden für überflüssig. 



Wie ein Kreis durch die Punkte in seiner Peripherie be- 
stimmt ist, so wird derselbe auch bestimmt sein durch seine 
Tangenten. Betrachten wir demnach den Kreis als gegeben durch 
seine Tangenten und operiren mit diesen Tangenten^wie vorhin 
mit den Punkten in der Peripherie des Kreises, so ergiebt sich 
daraus eine neue analoge Behandlungsweise des Kreises. Wir 
beginnen dieselbe mit der Aufgabe: 

Die Bedingung zwischen den Coordinaten u, v 
einer geraden Linie zu bestimmen, unter welcher die 
gerade Linie Tangente des Kreises ist, dessen Mittel- 
punkt durch seine Coordinaten a, b und dessen Ra- 
dius r gegeben seien. 



Digitized by VjOOQ IC 



Der Kreis. 143 

Die in Punktcoordinaten gegebene Gleichung einer geraden 
Linie : 

u x + vy + 1 = 

wird Tangentengleichung des Kreises, wenn der senkrechte Ab- 
stand der geraden Linie von dem Mittelpunkte des Kreises gleich 
dem Radius ist. Drucken wir daher den senkrechten Abstand 
von dem Mittelpunkte nach den bekannten Regeln aus: 
ua -{- vb + 1 

yw + ••> 

und setzen ihn = r, so haben wir die gesuchte Bedingung, die 
sich durch Quadrirung beider Theile der Gleichung auf die Form 
bringen lässt: 

(11) ... (au + bv + l) 2 — r 2 (w 2 + v 2 ) = 0. 

Wir nennen diese Gleichung die Gleichung des Kreises 
in Liniencoordinaten, indem wir darunter die Relation ver- 
stehen, welche die Coordinaten u, v einer geraden Linie zu er- 
füllen haben, wenn sie Tangente des Kreises sein soll. Die 
Coordinaten jeder beliebigen Tangente des Kreises genügen der 
Gleichung, wie umgekehrt jede gerade Linie, deren Coordinaten 
der Gleichung genügen, Tangente des Kreises ist. 

Die Gleichung (11) repräsentirt die Normalform, welche 
von der allgemeinen Form der Kreisgleichung in Li- 
niencoordinaten sich nur durch einen constanten Factor 
unterscheidet. 

Der Vollständigkeit wegen führen wir den folgenden Satz 
an, der sich nach dem Vorhergehenden von selbst versteht: 

Wenn man den linken Theil einer in der Normal- 
form gegebenen Kreisgleichung in Liniencoordinaten 
von seinem rechten Theile, der = ist, trennt, ihn 
hierauf durch w 2 + v 2 dividirt, so stellt der Quotient 
die Differenz des Quadrates des senkrechten Abstan- 
des einer durch ihre Coordinaten uv gegebenen ge- 
raden Linie von dem Mittelpunkte des Kreises und 
des Quadrates des Radius dar. 

Diese Differenz ist gleich dem Quadrat der Tangente, welche 
von dem Fusspunkte des Lolhes, welches von dem Mittelpunkte 
des Kreises auf die gegebene gerade Linie gefallt ist, an den 
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Kreis gelegt werden kann. Kürzer können wir sagen, dass jene 
Differenz das Quadrat der kürzesten Tangente darstelle, welche 
von einem variabeln Punkte der gegebenen geraden Linie an den 
Kreis gezogen werden kann. 

Die entwickelte Kreisgleicbung (11) hat die Form: 

(12) ... Au 2 + Buv + Cv 2 + Du + Ev -f F = 0. 

Da diese Gleichung sechs Constanten enthält, die mit einem 
beliebigen Factor X multiplicirte Gleichung (11) aber nur vier 
Constanten, so müssen zwischen jenen sechs Constanten zwei 
Relationen obwalten, wenn die Gleichung (12) einen Kreis dar- 
stellen soll. Diese Relationen werden wir feststellen. 

Setzen wir zu diesem Zwecke die Coefficienten in (12) den 
entsprechenden mit X multiplicirten Coefficienten in der Ent- 
wickelung von (11) einander gleich, so erhallen wir: 

X{a 2 — r 2 ) = A 2Xab = B X (b 2 — r 2 ) = C 
2Xa = D 2Xb — E X = F. 

Durch Elimination der Unbekannten X, a, b, r erhalten wir die 
Bedingungen, unter welchen die Gleichung (12) in 
Liniencoordinaten einen Kreis darstellt: 

(13) ... DE — 2BF = 0, D 2 — ±AF = E 2 — ±CF. 

Die Coordinaten a, b des Mittelpunktes und r der Radius des 
Kreises werden unter diesen Bedingungen aus obigen sechs Glei- 
chungen gefunden: 

nA , D ' E 2 Z>* — 4AF & — 4CF 

(14)... a = - F b = - *=-—- = ——-. 

Durch Einführung der homogenen Liniencoordinaten geht 
die Gleichung (11) des Kreises über in: 

(15) ... (au + bv + n>) 2 - r 2 (u 2 + v 2 ) = 0, 

eine bequemere Form für die Behandlung der folgenden Aufgabe : 

Die Gleichung (15) eines Kreises und die Coordi- 
naten w , v und t/j, v t irgend zweier geraden Linien 
und 1 sind gegeben, die Coordinaten der Tangenten 
zu bestimmen, wjelche sich von dem Schnittpunkte 
der gegebenen geraden Linien an den Kreis ziehen 
lassen. 
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Die homogenen Coordinaten u, v, rv irgend einer geraden 
Linie, welche durch den Schnittpunkt der gegebenen geht, sind 
bekanntlich : 

(16) * . . w= Uq — lu i v = v — kv t rv == 1 — A. 

Soll diese gerade Linie Tangente des Kreises werden, so 
muss man den willkürlichen Factor A so bestimmen, dass die 
Werthe von u, v, rv aus (16) in (15) eingesetzt der Gleichung 
genügen. Dieses führt auf die quadratische Gleichung: 

(17) AI 2 — 2BX + (7 = 0, 

indem man hat: 

A = (au t + bv x + l) 2 — r 2 (u 2 + v x 2 ) ' 

(18) # = (öu + bv + 1) (au { + bv x + 1) — r 2 (t/ w t + v v x ) 
C=(au + bv + l) 2 - r 2 (u 2 + v 2 ). 

Löset man die quadratische Gleichung (17) auf und setzt in (16) 
für A die eine oder die andere Wurzel, so hat man die homo- 
genen Coordinaten der gesuchten Tangenten des Kreises. 

Aus jenen Wertben (16) der homogenen Coordinaten ist er- 
sichtlich, dass das gegebene Linienpaar harmonisch ist mit dem 
Tauigentenpaare, wenn die Wurzeln der quadratischen Gleichung 
gleich, aber von entgegengesetzten Vorzeichen sind, das heisst 
unter der Bedingung B = 0. 

Zwei gerade Linien, die harmonisch sind mit dem Tangenten- 
paar, welches sich von dem Schnittpunkt der geraden Linien an 
den Kreis legen lässt, heissen harmonische Polaren des 
Kreises. Die Bedingung 2? = zwischen den Coordinaten u, v 
der einen und u i9 v x der andern ihr zugeordneten Polare des 
Kreises ist demnach: 

(19) . . (au + bv + 1) («t*! + bv { + 1) — r 2 (uu { + vv x ) = 0. 

Es ist dieses die Gleichung eines Punktes, durch welchen 
alle einer gegebenen geraden Linie 1 zugeordneten harmonischen 
Polaren gehen. Um ihn zu bestimmen, ziehen wir in einem der 
Schnittpunkte der gegebenen geraden Linie 1 und des Kreises 
eine Tangente an letzteren. Diese Tangente und die gegebene 
gerade Linie 1 sind harmonische PoJaren nach der Definition der 

Hesse, Analy t. Geometr. d. Ebene. I. 10 
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harmonischen Polaren. Die Tangente in dem zweiten Schnitt- 
punkte und die gegebene gerade Linie 1 sind wieder harmonische 
Polaren. Jede dieser Tangenten ist also harmonische Polare zur 
gegebenen geraden Linie 1, der Schnittpunkt der Tangenten 
also der gesuchte Punkt'. Da aber der Schnittpunkt zweier Tan- 
genten eines Kreises der Pol der geraden Linie ist, welche die 
Berührungspunkte verbindet, so ist der gesuchte Punkt der Pol 
der gegebenen geraden Linie 1 und wir haben damit den Satz 
bewiesen: 

Alle einer gegebenen geraden Linie zugeordneten 
harmonischen Polaren eines Kreises schneiden sich 
in dem Pole der gegebenen geraden Linie, 

oder mit anderen Worten: 

Harmonische Polaren eines Kreises haben die 
charakteristische Eigenschaft, dass der Pol der einen 
auf der anderen liegt. 

Die Gleichung (19) stellt hiernach den Pol dar 
der durch die Coordinaten u { v x gegebenen geraden 
Linie. 

Wir haben bis dahin nur den Fall discutirt, wenn die qua- 
dratische Gleichung (17), von welcher die Bestimmung des Tan- 
gentenpaares abhängt, welches von dem Schnittpunkte zweier ge- 
gebenen geraden Linien und 1 an den Kreis gezogen werden 
kann, gleiche Wurzeln mit entgegengesetzten Vorzeichen hat. Es 
bleibt noch übrig, den Fall gleicher Wurzeln zu untersuchen. 

Dieser Fall tritt ein, wenn B 2 — AC = 0. Unter dieser 
Bedingung werden zwei gerade Linien und 1 sich in einem 
Punkte schneiden, von dem aus die beiden an den Kreis ge- 
zogenen Tangenten zusammenfallen. Die geometrische Anschauung 
lehrt, dass dann der Schnittpunkt in der Peripherie des Kreises 
liegen muss. Es ist demnach jene Gleichung die Bedingung, un- 
ter welcher zwei durch ihre Coordinaten gegebene gerade Linien 
und 1 sich in einem Punkte der Peripherie des Kreises 
schneiden. 

Betrachten wir nun die gerade Linie 1 als eine gegebene, 
die andere als gesucht und setzen w, v für u , v , so haben wir 
mit Bücksiebt auf (18) die Bedingungsgleichung: 
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(90) ^ ÜU + bv + ^ ( aUl + bVl + X ) — r2 ( MW i + VV ^Y 

-{(att+ftHl) 2 -^(«H» 2 )}{(a« 1 +^ 1 +l) 2 -r 2 (t/ 1 2 +» 1 2 )}=°- 

Es giebt aber auf der gegebenen geraden Linie 1 zwei 
Punkte, von welchen die an den Kreis gezogenen Tangenten je- 
des Mal zusammenfallen, das sind die Schnittpunkte der gegebe- 
nen geraden Linie 1 und des Kreises. Die Coordinaten u, v in 
der Gleichung (20) müssen also geraden Linien angehören, 
welche entweder durch den einen Schnittpunkt oder durch den 
anderen gehen. Die Gleichung (20) stellt demnach das 
Punktepaar dar, in welchem die gegebene gerade 
Linie 1 den Kreis schneidet. 

Dass die Gleichung (20) wirklich ein Punktepaar auf der 
geraden Linie 1 darstellt, davon kann man sich zum Ueberflusse 
überzeugen, wenn man die Gleichung (20) auf die Form (2) der 
achten Vorlesung bringt und dann die Bedingungen (8) jener 
Vorlesung für ein Punktepaar aufstellt: Man wird sehen, dass die 
Bedingungen erfüllt werden. 



Zwölfte Vorlesung. 

Das System von Kreisen, welche durch die 
Schnittpunkte zweier Kreise gehen. 



Da die Kreisgleichungen alle von derselben Form sind, so 
bringt es Vortheil, für diese Form ein bestimmtes Symbol k ein- 
zufuhren. Wir werden deshalb mit k , k t . . . . die Ausdrücke 
bezeichnen: 

K = (* - a o? + iy — b o) 2 — r o 2 
(i) *i = (*- «i) 2 + (y - h? - 'i 2 



Um die Mittelpunkte der Kreise analytisch darzustellen, wer- 
den wir uns der Symbole A , A t> . . , bedienen: 

10* 
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A = a u + b v + 1 
(2) Ä x = a t u + V + 1 

Betrachten wir nun zwei durch ihre Gleichungen in der 
Normalform gegebene Kreise: 

(3) * = *t = 

und bilden die Gleichung mit dem willkürlichen Factor A: 

(4) * — Xk, = 0, 

so stellt dieselbe wieder einen Kreis dar, weil sie den Bedingun- 
gen (3) der vorhergehenden Vorlesung genügt. 

Dieser Kreis geht durch jeden der beiden Punkte hindurch, 
in welchen sich die gegebenen Kreise schneiden. Denn denkt 
man sich die Coordinaten eines der beiden Schnittpunkte aus den 
Gleichungen (3) berechnet und setzt sie in k und k 1 ein, so 
verschwinden diese Ausdrucke. Es verschwindet also auch der 
linke Theil der Gleichung (4) durch Einsetzen der berechneten 
Coordinaten und die Gleichung wird erfüllt. 

Die Gleichung k — Xk t = stellt das ganze Sy- 
stem von Kreisen dar, welche sich in den fceiden 
Punkten schneiden, in welchen sich die gegebenen 
Kreise k = und k t = schneiden. 

Da die erst genannte Gleichung einen willkürlichen Factor X 
enthält, so kann man denselben immer so bestimmen, dass der 
durch die Gleichung repräsentirte Kreis durch einen beliebig ge- 
gebenen Punkt geht. Da nun ein bestimmter Kreis des Systemes 
durch drei Punkte seiner Peripherie, durch die beiden Schnitt- 
punkte der gegebenen Kreise und durch noch einen Punkt be- 
stimmt ist, so wird man den Factor X so bestimmen können, 
dass k — Xk t = die Gleichung des bestimmten Kreises wird. 
Die genannte Gleichung mit dem willkürlichen Factor X stellt in 
der That alle Kreise des Systemes ohne Ausnahme dar. 

Bestimmen wir nach den Formeln (4) der vorhergehenden 
Vorlesung die Coordinaten a, b des Mittelpunktes und den Ra- 
dius r des Kreises (4), so finden wir: 

(5) fl = *-*«i ft ^ *b-*»i r2 _ nU» + {[01?-r '-r^}X + r f » 
v i-x u ~~~ 1 - x r ~ (i-Xf 
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wenn wir mit [Ol] den Abstand der Mittelpunkte und 1 der 
Kreise k = und. k t = von einander bezeichnen. Bilden 
wir nun aus den gefundenen Coordinaten des Mittelpunktes die 
Gleichung desselben, so können wir mit Hinweisüng auf die Be- 
zeichnung (2) auch sagen: 

Wenn k = und k t = die Gleichungen zweier 
gegebenen Kreise in der Normalform sind, A$ = 
und A t = die Gleichungen der Mittelpunkte dersel- 
ben ebenfalls in der Normalform, so ist: 

(6) k — lk v = 

die Gleichung irgend eines Kreises, der durch die 
Schnittpunkte der gegebenen Kreise geht, und: 

(7) . /. A -XA 1 =O 

die Gleichung seines Mittelpunktes. , Der Radius r 
desselben wird durch die Formel bestimmt: 

( •' r ~ (i - xf 

Die Gleichung (7) beweiset, dass die Mittelpunkte aller Kreise 
des Systemes auf der Verbindungslinie der Mittelpunkte der ge- 
gebenen Kreise liegen. 

Unter den Kreisen des Systemes zeichnet sich ein Kreis be- 
sonders aus, dem der Werth 1=1 entspricht. Sein Radius ist 
nach (8) unendlich gross und sein Mittelpunkt (7) fällt in das 
Unendliche. Ein solcher Kreis muss in dem Theile, der im End- 
lichen liegt, eine gerade Linie vorstellen. Und in der That sehen 
wir, dass seine Gleichung: 

(9) K - *i = o 

eine gerade Linie darstellt, weil in derselben die Glieder des 
zweiten Grades ganz fehlen. 

Diese durch die Gleichung (9) dargestellte gerade Linie, 
welche die Schnittpunkte der gegebenen beiden Kreise verbindet, 
führt den Namen der gemeinschaftlichen Secante der 
Kreise. Sie ist unter allen Umständen reell und kann, wenn die 
Kreise sich in reellen Punkten schneiden, leicht construirt wer- 
den. Schneiden sich die gegebenen Kreise in imaginären Punk- 
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ten, so bedarf es einer anderen charakteristischen Eigenschaft 
der gemeinschaftlichen Secante zu ihrer Construction. 

Wir "können eine charakteristische Eigenschaft der gemein- 
schaftlichen Secante zweier gegebenen Kreise unmittelbar aus 
ihrer Gleichung (9) ablesen. Erinnern wir uns nämlich, dass 
k und k i die Quadrate der Längen der von einem Punkte x, y 
an die gegebenen Kreise k = und k t = gezogenen Tan- 
genten ausdrucken, so sehen wir, dass die Gleichung (9) den' 
geometrischen Ort derjenigen Punkte darstellt, von welchen die 
Tangenten an die gegebenen Kreise gezogen einander gleich sind. 
Wir haben demnach den Satz: 

Die gemeinschaftliche Secante zweier Kreise ist 
der geometrische Ort derjenigen Punkte, von welchen 
die an die Kreise gezogenen Tangenten einander 
gleich sind. 

Halbirt man daher irgend zwei gemeinschaftliche Tangenten 
zweier Kreise, so wird die Verbindungslinie der Halbirungspunkte 
die gemeinschaftliche Secante der beiden Kreise sein, mögen sich 
die Kreise in reellen oder in imaginären Punkten schneiden. Die 
Construction der gemeinschaftlichen Secante zweier Kreise, von 
welchen der eine ganz innerhalb des anderen liegt, macht nach 
dem angegebenen Satze auch keine Schwierigkeit. 

Wie die Gleichung (9) eben geometrisch interpretirt worden 
ist, so kann man auch die allgemeinere (6) geometrisch deuten, 
wie folgt: 

Der geometrische Ort derjenigen Punkte, von. 
welchen die Tangenten an zwei gegebene Kreise ge- 
zogen ein gegebenes Verhältniss haben, ist ein Kreis, 
der durch die Schnittpunkte der gegebenen Kreise geht. 

Unter den Kreisen des Systemes (4), welche durch die 
Schnittpunkte der gegebenen beiden Kreise gehen, zeichnen sich 
zwei Kreise aus, deren Radien r verschwinden. Setzen wir in (8) 
r t= 0, so erhalten wir die in X quadratische Gleichung \ 

(10) . . . r k H* + {[Ol] 2 - r * - r*} * + r * = 0, 

deren Wurzeln X und X t den beiden Kreisen entsprechen. Aus 
(6) und (7) gehen nämlich diq Gleichung des einen Kreises und 
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die Gleichung seines Mittelpunktes hervor, wenn man für X die 
eine Wurzel der quadratischen Gleichung (10) setzt. Die andere 
Wurzel entspricht ebenso dem anderen Kreise. Die Mittelpunkte 
dieser Kreise heissen die Grenzpunkte des Systemes der 
Kreise (4). 

Die Grenzpunkte sind reell oder imaginär, je nachdem die 
Wurzeln der quadratischen Gleichung (10) reell oder imaginär 
sind. Die Realität der Wurzeln hängt ab von dem Ausdrucke: 

{[Ol?- V- V}*-4r V. 
Ist er positiv, so sind die Wurzeln reell, im anderen Falle sind 
die Wurzeln imaginär. Der angegebene Ausdruck lässt sich in 
Factoren zerlegen: 

- {[OlÜ+ro+r,} {-[Olj+ro+r^ {[01]-^+^} {[Orj+r,-!-,} 

und man bemerkt in dieser Zerlegung leicht, dass er positiv ist 
unter der Bedingung: 

[Ol] > r + r t oder [Ol] < r ± — r wenn r t > r , 
unter welcher die gegebenen Kreise sich in imaginären Punkten 
schneiden. Wir können deshalb sagen: 

Ein System von Kreisen, welche durch zwei ge- 
gebene Punkte gehen, hat zwei imaginäre Grenz- 
punkte, wenn die gegebenen Punkte reell sind; das 
System von Kreisen hat reelle Grenzpunkte, wenn. die 
Kreise sich in imaginären Punkten schneiden. 

Da die Gleichung (8) bei einem gegebenen Radius r in X 
quadratisch ist, so sieht man in dem Systeme immer zwei Kreise 
auftreten mit einem gegebenen Radius. 

Das System von Kreisen zu construiren, welche durch die 
Schnittpunkte zweier gegebenen Kreise geht, hat keine Schwierig- 
keit, wenn die gegebenen Kreise sich in reellen Punkten schnei- 
den. Sind die Schnittpunkte der gegebenen Kreise imaginär, so 
müssen wir uns nach einer die Construction vermittelnden cha- 
rakteristischen Eigenschaft des Systemes umsehen. 

Aus dem Vorhergehenden wissen wir, dass die von einem 
beliebigen Punkte p der gemeinschaftlichen Secante an die ge- 
gebenen beiden Kreise gezogenen Tangenten gleiche Länge haben. 
Da aber je zwei Kreise des Systemes dieselbe gemeinschaftliche 
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Secante haben, so werden auch die von dem Punkte p an irgend 
zwei Kreise des Systemes gezogenen Tangenten von gleicher 
Länge sein. Mit anderen Worten: 

Wenn man von einem beliebigen Punkte der ge- 
meinschaftlichen Secante eines Systemes von Kreisen, 
welche sich in denselben beiden Punkten schneiden, 
Tangenten an die Kreise zieht, so sind alle von glei- 
cher Länge. 

Rein analytisch beweisen wir den Satz wie folgt. Wir ver- 
stehen unter x und y die Coordinaten eines Punktes p auf der 
gemeinschaftlichen Secante der Kreise, welche deshalb der Glei- 
chung k — k t = genügen. Bringen wir nun die Gleichung 
des Kreises (4) durch Division mit 1 — l auf die Normalform, 

so stellt der Ausdruck r—jT ' ^ as Quadrat der Länge der vom 
Punkte p an den Kreis gezogenen Tangente dar. Dieser Aus- 
druck wird aber nach der vorhergehenden Gleichung gleich 

k Xk _ 

1 - X — ** 

Der geometrische Ort der Berührungspunkte ist demnach 
ein Kreis mit dem Mittelpunkte p, welcher jeden Kreis des Sy- 
stemes senkrecht schneidet. Dieser, das System senkrecht schnei- 
dende, Kreis schneidet auch die beiden Kreise des Systemes 
senkrecht, deren Radien gleich sind. Das heisst der Kreis 
geht durch die Grenzpunkte des Systemes. Lassen wir nun den 
Mittelpunkt p des senkrecht schneidenden Kreises auf der ge- 
meinschaftlichen Secante variiren, so erhalten wir ein zweites 
System von Kreisen, welche das gegebene System senkrecht 
schneidet. 

Da alle Kreise des zweiten Systemes durch die Grenzpunkte 
gelien, so ist die Verbindungslinie der Grenzpunkte des ersten 
Systemes die gemeinschaftliche Secante des zweiten Systemes und 
das zweite System von gleicher Art als das erste, an welchem 
sich dieselben Untersuchungen anstellen lassen. Diese Unter- 
suchungen führen auf den Satz: 

Wenn ein System von Kreisen sich in denselben 
beiden Punkten schneidet, so giebt es ein zweites 
System von Kreisen, welche das erste System senk- 
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recht schneiden und welche sich unter einander in 
denselben beiden Punkten schneiden. Die Grenz- 
punkte des einen Systemes sind die Schnittpunkte des 
anderen. Sind die Grenzpunkte des einen Systemes 
reell, so sind die Grenzpunkte des anderen imaginär. 

Die folgende Figur giebt ein Bild von Kreisen, die sich in 
denselben imaginären Punkten schneiden. Die Verbindungslinie 
ihrer Mittelpunkte steht senkrecht auf der gemeinschaftlichen 
Secante, auf welcher der Mittelpunkt p des das System senkrecht 
schneidenden Kreises liegt. Von den das System senkrecht 
schneidenden Kreisen ist nur der punktirte Kreis mit dem 
Mittelpunkte p verzeichnet. 
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Wenn es sich darum handelte, das System der Kreise (4), 
welche sich in denselben beiden Punkten schneiden, einfacher zu 
behandeln, so würde es Vortheil bringen, wenn man an Stelle der 
gegebenen beiden Kreise die beiden Kreise des Systemes nimmt, 
deren Radien gleich sind und welche das System ebenfalls be- 
stimmen. Nimmt man diese Kreise für die gegebenen und sind 
0' und 1' ihre Mittelpunkte, so geht die Gleichung (8) aber in: 

2 _ [0Y]U 
— (i^x)t' 

welche Gleichung ungeändert bleibt/ wenn man für A setzt - 

wodurch eben bewiesen wird, dass die Kreise des Systemes von 
gleichem Radius von der gemeinschaftlichen Secante auf der 
einen und der anderen Seite derselben gleich weit abstehen. Wir 
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verzichten jedoch auf den angedeuteten Vortheil, obwohl er sich 
in den folgenden Untersuchungen herausstellen wurde. 

Um weitere Eigenschaften des betrachteten Systemes von 
Kreisen (4) zu ermitteln, schreiben wir nach Vorschrift von (9) 
der vorhergehenden Vorlesung die Gleichungen der Polaren eines 
durch seine Coordinaten x i y i gegebenen Punktes hin, für die 
gegebenen beiden Kreise (3) und für den Kreis (4), dessen Mittel- 
punkt a, b und dessen Radius r in (5) analytisch ausgedrückt sind: 

P = {x — a Q ) {x i — a ) + {y—b Q ) {y t — b ) — r 2 = 

(11) . . P t = (*-«,) (x^aj + fr-*,) fo-ftj -r t * = 

P = (x— a) \x t — a) + (y- b) ( Pi - b) - r* =0. 

Von diesen drei Gleichungen wird die dritte mit 1 — X mul- 
tiplicirt erhalten, wenn man von der ersten die mit l multiplicirte 
zweite Gleichung abzieht. Es beweiset dieses, dass die Polare 
des Kreises (4) durch den Schnittpunkt der Polaren der beiden 
Kreise (3) geht. Da aber der Kreis (4) das ganze System von 
Kreiden repräsentirt, so haben wir den Satz: 

Die Polaren eines beliebig gegebenen Punktes in 
einem System von Kreisen, welche sich in zwei festen 
Punkten schneiden, gehen durch einen und denselben 
Punkt. 

Der letztere Punkt ist harmonischer Pol zum gegebenen 
Punkte in jedem Kreise des Systemes. Wir können deshalb auch 
sagen: 

Jeder gegebene Punkt hat einen ganz bestimmten 
harmonischen Pol in einem System von Kreisen, 
welche sich in denselben beiden Punkten schneiden. 

Mit dem Beweise .des erst genannten Satzes wird man wenig 
zufrieden sein, weil es den drei Grössen P nicht unmittelbar an- 
zusehen ist, dass zwischen ihnen die identische Relation 
P Q — XP t = (1 — l) P besteht, auf Grund welcher der Satz 
hervorging, sondern dass man erst durch eine Rechnung, wie sie 
in dem Laufe der Vorlesungen nicht verlangt wurde, jene Re- 
lation verificiren muss. Wir werden deshalb einen eleganteren 
Beweis folgen lassen, der hervorgeben wird aus einer dazu ge- 
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eigneteren Darstellung der Gleichung der Polare, von der wir 
auch in dem Folgenden vielfältigen Gebrauch machen werden. 
Wenn wir mit k und P die Ausdrucke bezeichnen: 

1 J ' ' ' P = (x - a) (x t - a) + (y - b) (y t - b) - r\ 

so ist nach dem Vorhergehenden P = die Gleichung der Po- 
lare des Punktes x x y t in dem Kreise k = 0. Um nun dem 
Ausdrucke P eine andere Gestalt zu geben, bemerken wir, dass 
die Ausdrücke: 

(x — af — 2 (x — a) (x i — a) + (x t — a) 2 — (x — x t ) 2 

(y - bf - S(y - 6) (y, - 6) + fo - 6)» - (y - yj» 

identisch verschwinden. Addiren wir sie zu 2P, so erhalten wir: 

2i> C ={(o ? -a) 2 + {y-bY-r*} + {fo-«) 2 + fo-ft)*-,*} 

— (* -^i) 2 — (^ — 2/i) 2 
einen Ausdruck für 2P, dessen erstes Glied k ist, dessen zweites 
Glied aus k erhalten wird, wenn man darin für x und y die 
Coordinaten des Poles setzt. Bezeichnen wir demnach den letz- 
teren Ausdruck mit [U] 9 so haben wir: 

(13) ... 2P :=*+[*] - (x-xj* - (y — ytf 

und darauf hin den Satz: 

Wenn k = die Gleichung eines Kreises in der 
Normalform ist und #,, y x die Coordfnaten eines be- 
liebig gegebenen Punktes, so ist: 

(14) . . . k + [*] - {x-xtf — (y - yi ) 2 = 

die Gleichung der Pol.are des gegebenen Punktes. 

Bilden wir nun nach dieser Regel die Gleichungen der Po- 
lare des gegebenen Punktes für die Kreise k = 0, k t = 
und k Q — lk t = und bemerken, dass die letzte Gleichung 
durch Division mit 1 — l auf die Normalform zurückgeführt 
wird, so finden wir: 

2p = *ö + [*b]-(*-*i) 2 — öf— yi)*=o 

(15) 2P i = k i + [k 1 ']-(x-x i )^{t / -y^^0 
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Die oben genannte Relation ^P — XP { = (1 — X) P, aus welcher 
der zu beweisende Satz hervorging, liegt hier zu Tage. Den- 
selben Satz kann man übrigens auch aus der dritten Cleichung 
(15) allein ablesen, wenn man bemerkt, dass diese Gleichung 
linear in X ist. 

Um die bewiesene Relation auf eine andere Art zu deuten, 
erinnern wir daran, dass die erste Gleichung (15) die Bedingung 
eines durch die Coordinaten x, y und x t , y { gegebenen Polen- 
paares des Kreises k a ausdrückt. .Die zweite und die dritte 
Gleichung sind die Bedingungen desselben Polenpaares für den 
Kreis k t = und den Kreis k — Uj « 0. Da nun die 
dritte Gleichung (15) aus den beiden ersten folgt, so beweiset das 
den Satz: 

Wenn ein Punktepaar ein Polenpaar ist für einen 
Kreis und zugleich für noch einen Kreis, so ist das 
Punktepaar Polenpaar für jeden Kreis, der durch die 
Schnittpunkte der beiden Kreise geht. 

Nach diesem Satze hat es keine Schwierigkeit, Polenpaare 
für das ganze System von Kreisen zu construiren, welche sich in 
zwei Punkten schneiden. Ist nämlich ein Pol beliebig gegeben, 
und man construirt die Polaren des gegebenen Poles in zwei 
Kreisen des Systemes, so ist der Schnittpunkt der Polaren der 
dem gegebenen zugehörige Pol für das ganze System von Kreisen. 

Wollen wir ein Polenpaar des Systemes auf einer gegebenen 
geraden Linie construiren, so werden wir die gerade Linie durch 
zwei Kreise des Systemes schneiden lassen und dasjenige Punkte- 
paar fixiren, welches harmonisch ist mit dem einen Schnittpunkte- 
paar wie mit dem anderen. Da das fixirte Punktepaar Polenpaar 
ist für beide Kreise, so ist es nach dem letzten Satze Polenpaar 
für jeden Kreis des Systemes, das heisst, jeder Kreis des Syste- 
mes wird von der gegebenen geraden Linie in einem Punktepaare 
geschnitten, welches harmonisch ist mit dem fixirten Punktepaare. 
Gehen wir auf die Definition der Involution zurück, so erkennen 
wir in der gegebenen Auseinandersetzung den Satz: 

Drei Kreise, von welchen jeder durch zwei belie- 
big gegebene Punkte geht, schneiden jede gerade 
Linie in Punktepaaren der Involution. 
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Wir lenken unsere Aufmerksamkeit noch einmal auf die bei- 
den ersten Gleichungen (15) den Bedingungen eines Polenpaares 
xy und x i y i der Kreise k = und k t = und, nach dem 
gegebenen Satze, sämmtlicher Kreise des Systemes. Ziehen wir 
die eine Gleichung von der anderen ab, so erhalten wir: 

(16) .. * - * 1 = -{[* ] - [*,]} 

eine Gleichung, welche sich ebenfalls geometrisch deuten lässt. 

Wir bemerken zu diesem Zwecke, dass die Gleichung (9) der 
gemeinschaftlichen Secante des Systemes Kreise nicht die Normal- 
form der Gleichung einer geraden Linie hat, dass wir sie aber 
durch Mulüplication mit einem bestimmten Factor auf die Normal- 
form zurückführen können, in welcher der linke Theil der Glei- 
chung die negative Entfernung eines beliebigen Punktes von der 
gemeinschaftlichen Secante ausdrückt. Multipliciren wir nun die 
Gleichung (16) mit diesem Factor, so stellt der linke Theil der 
Gleichung die negative Entfernung des Poles xy von der gemein- 
schaftlichen Secante dar, der rechte Theil derselben Gleichung 
die positive Entfernung des Poles x t y t von derselben Secante und 
die Gleichung drückt analytisch den Satz aus: 

Harmonische Pole eines Systemes von Kreisen, 
welche sich in zwei beliebig gegebenen Punkten 
schneiden, stehen von der gemeinschaftlichen Se- 
cante der Kreise auf beiden Seiten derselben gleich 
weit ab. 

Wir drucken diesen Satz nur anders aus, wenn wir sagen: 

Die Verbindungslinie eines jaden Polenpaares in 
einem System von Kreisen, welche sich in denselben 
beiden Punkten schneiden, wird von der gemein- 
schaftlichen Secante der Kreise halbirt. 

An zwei mit ihren Mittelpunkten und 1 und ihren Radien 
r und r t gegebene Kreise (3) lassen sich vier gemeinschaftliche 
Tangenten legen. Diese Tangenten paaren sich, indem das eine, 
wie das andere Paar sich auf der Centralaxe, der Verbindungs- 
linie der Mittelpunkte und 1, schneiden. 
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Liegt der Schnittpunkt q auf der Verlängerung der Central- 
axe, so heissen die Tangenten äussere Tangenten, wenn der 
Schnittpunkt q x auf der Centralaxe selbst liegt, innere Tan- 

Fig. 13. 




genten der Kreise. Die bezeichneten Punkte q auf der Ver- 
längerung der Centralaxe und q t auf der Centralaxe selber heissen 
der äussere und der innere Aehnlichkeitspunkt der 
gegebenen Kreise. Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke in der 
FigAr sieht man, dass das Verhältniss der Abstände der Aehn- 
lichkeitspunkte von den Mittelpunkten und 1 der Kreise ist 
r : r t oder r : — r t . Da nun die Gleichung (4) mit dem will- 
kürlichen Factor X jeden Punkt der Centralaxe, also auch die 
Aehnlichkeitspunkte darstellt, so haben wir für den äusseren 

Aehnlichkeitspunkt X = - und für den inneren Aehnlichkeits- 
punkt X = — - und daher ihre Gleichungen: 

(17) 4 — 4 =s o -° + 4i — o. 

Wir werden nun Aufgaben stellen und lösen, welche den 
Zweck haben, die beschriebenen Figuren analytisch wiederzugeben 
und sie eingehender zu verfolgen. 

Es sind die Gleichungen zweier Kreise gegeben 
in der Normalform k ö 0, k t = 0, gesucht wird die 
Gleichung der Polare des Mittelpunktes des letzteren 
Kreises in dem ersten. 

Nach (14) ist die Gleichung der Polare eines beliebigen 
Punktes x v y x in dem Kreise k '= 0: 

*o + M - (* - *i) 2 - [y - y x ? = o, 
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daraus ergiebt sich nun zunächst, wenn man für x x y x die Coor- 
dinaten a i b i des Mittelpunktes des zweiten Kreises setzt: 

*o + M - Ar, — r t ' = 
a i b i 

und schliesslich die Gleichung der gesuchten Polare: 

(18) * — *i + [*o] + M = 0. 

a b a b 

Es sind die Gleichungen zweier Kreise k = 0, 
k t = und die Gleichungen ihrer Mittelpunkte 
A = 0, A x = gegeben in der Normalform, gesucht 
wird die Polare eines beliebigen, durch die Gleichung 
A — XA t = gegebenen Punktes der Centralaxe der 
Kreise in dem ersten Kreise. 

Der auf der Centralaxe gegebene Punkt ist der Mittelpunkt 
eines Kreises, dessen Gleichung in der Normalform ist: 

i. n 

= 0. 



1 — X 

Setzen wir daher für k i in der Gleichung (18) den linken Theil 
der ^angegebenen Kreisgleichung, so erhalten wir die Gleichung 
der gesuchten Polare. Diese Gleichung lässt sich ohne Schwierig- 
keit auf die Form bringen: 

(19) ... *!-**- [Ol] 2 + r 2 + V - | 'o 2 = <>, 

wenn wir unter [Ol] die Entfernung der Mittelpunkte und 1 
der gegebenen Kreise verstehen, deren Quadrat ist [Ol] 2 = 
K - «i) 2 + (&o - *i) 2 . 

Es sind die Gleichungen k = 0, Ar, = zweier 
Kreise in der Normalform gegeben, die Gleichung der 
Polare des äusseren Aehnlichkeitspunktes der Kreise 
in dem Kreise k = zu bestimmen. 

Die gesuchte Gleichung wird aus (19) erhalten, wenn wir 
setzen X = — , wodurch jene Gleichung übergeht in: 

*i ~ K - [Ol] 2 + (r t - r ) 2 = 0. 
Fuhren wir der Bequemlichkeit wegen die Bezeichnung ein: 

(20) g = [Ol]* - (r, - r )«, 
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von der wir auch im Folgenden Gebrauch machen werden, so 
haben wir die Gleichung der Polare des äusseren Aehn- 
lichkeitspunktes der gegebenen Kreise im Kreise 
* = 0: 

(21) k x - k - q = 0. 

Wenn wir in dieser Gleichung — r für r setzen, wodurch 
sich allein q ändert, erhalten wir die Gleichung des inneren 
Aehnlichkeitspunktes. Es stellen sich also die Gleichungen der 
Polaren der Aehnlichkeitspunkte der gegebenen Kreise in dem 
Kreise k = vollständig hingeschrieben so dar: 

(22) *'-*•- { [01] _r ° + ri > { [01] + r o - r i} = ° 
*i-*b + {[01] + ^ + ^} {-[Ol] + r + r t }=0. 

Die Gleichung des äusseren Tangentenpaares zu 
bestimmen, welches den durch ihre Gleichungen 
Jc = und k t = in der Normalform gegebenen 
Kreisen gemeinschaftlich ist. 

Wir haben in der vorhergehenden Vorlesung die Gleichung 
(10) des Tangentenpaares gegeben, welches von einem durch die 
Coordinaten x x y x gegebenen Punkte an den Kreis k = ge- 
zogen werden kann. Nehmen wir für den Kreis k = dort 
den Kreis k Q = und adoptiren die bereits eingeführten Be- 
zeichnungen, so ist ersichtlich, dass die Gleichung des von dem 
Punkte x i y i an den Kreis k = gezogenen Tangentenpaares 
sich kürzer so darstellen lässt: 

{*« + Oo] - (* - *i) 2 - (y - vi) 2 } 2 - 4*o M = o. 

Es wird dieses Tangentenpaar das gesuchte äussere Tangen- 
tenpaar der gegebenen Kreise, wenn x x und y t die Coordinaten 
des äusseren Aehnlichkeitspunktes werden, das heisst, wenn man 
substituirt: 

1 _ i _ I 1 _ j. * 

Die Reduction der angegebenen Gleichung des Tangenten- 
paares nach der Substitution auf ihre einfachste Form verlangt 
einige Rechnung. Um sie zu umgehen, bemerken wir, dass, 
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wenn wir den ersten Theil der obigen Gleichung gleich 
setzen : 

K + M - (* — *i) 2 - (y - yy? = o, 

wir die Gleichung der Polare des äusseren Aehnlichkeitspunktes 
der gegebenen Kreise im Kreise k = haben; eine Gleichung, 
welcher wir in (21) die Gestalt gegeben haben: 
*, — k — q =5 0. 
Die linken Theile der beiden letzten Gleichungen sind nicht 
identisch, können aber durch einen Factor C identisch gemacht 
werden, so dass man hat: 

K + M - (* - *i) 2 - (y - ytf = c {k x -k - q }. 

Um den Factor C in dieser identischen Gleichung zu be- 
stimmen, bemerken wir, dass die Substitutionen der angegebenen 
Coordinaten des äusseren Aehnlichkeitspunktes in k und k t 
diese Ausdrücke übergehen machen in: 

M = r J ^-vz • 9 M = ? r| * ^ • q- 

Setzen wir in der identischen Gleichung für x und y re- 
spective a^ und y v so geht sie über in: 

2 [* ] = C {k t - k - q) 

und wenn wir die angegebenen Werthe von [£ ] und [ArJ ein- 
setzen, erhalten wir den gesuchten Werth der Constante: 

C = — 2l_. 



Substituiren wir die behandelten Ausdrücke in die Gleichung 
des 'Tangentenpaares, von der wir ausgingen, so erhalten wir: 

(23) {k t - k - qy - ±k q = 0, 

oder entwickelt in symmetrischer Form die Gleichung des äusse- 
ren Tangentenpaares der gegebenen Kreise: 

(24) ... V + *i 2 + <? - 2*o*i - 2*o* — 2M = 0. 

Dass dieses Tangentenpaar durch die Schnittpunkte des Krei- 
ses k = und der Polare (21) des äusseren Aehnlichkeits- 
punktes in jenem Kreise geht, ist ersichtlich aus der Form der 
Gleichung (23) des Tangentenpaares, welche erfüllt wird, sobald 
die genannten beiden Gleichungen erfüllt werden. 

Hos so, Analyl. Coomotr. d. Ehono. I. JJ 
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Die geometrische Bedeutung der Constante q in der Gleichung 
(24) ergiebt sich aus der sie definirenden Gleichung (20), welche 
aussagt, dass q das Quadrat der Kathete eines rechtwinkligen 
Dreiecks ist, dessen Hypotenuse die Entfernung der Mittelpunkte 
der gegebenen Kreise von einander und dessen andere Kathete 
die Differenz der Radien dieser Kreise ist. Daraus wird ersicht- 
lich, dass q das Quadrat der Entfernung der beiden Berührungs- 
punkte einer äusseren gemeinschaftlichen Tangente der Kreise 
von einander ist. 

Dasselbe lässt sich unmittelbar aus der Gleichung (24) bewei- 
sen, wenn man sie in irrationale Factoren zerlegt, wie folgt: 

{ VK + VK + Vi) { -VK + VK + Vq} 
{ ' " ' {Vh-VK + Vq) { Vh + VK - Vq} = o. 

Ein Punkt kann auf dem durch diese Gleichung dargestell- 
ten Tangentenpaare nicht liegen, wenn seine Coordinaten x, y 
nicht einen der vier Factoren verschwinden machen. Da nun 
yk und fk x die Längen der von dem Punkte an die Kreise 
k = und k x = gezogenen Tangenten ausdrücken, so muss 
die Summe oder die Differenz der Längen der Tangenten von 
einem Punkte des Tangentenpaares eine constante Grösse + ]/q 
sein. Das heisst eben, die Entfernung der Berührungspunkte 
einer äusseren Tangente von einander ist gleich y q. 

Wir bemerken noch, dass die Gleichung (24) oder (25) in 
die Gleichung des inneren Tangentenpaares der gegebenen Kreise 
übergeht, wenn man — r für r setzt, wodurch sich in diesen 
Gleichungen nur q ändert. 

Man hat gesehen, dass die Gleichungen der Kreise, deren 
Mittelpunkte beliebig auf der Centralaxe der gegebenen Kreise 
ä- = und k Y = liegen, wenn sie sich in denselben Punk- 
ten mit den gegebenen Kreisen schneiden, von der Form sind: 
mk + nk x =0. Man verändert in einer Kreisgleichung nur 
den Radius des Kreises, wenn man zu derselben eine Constante 
additiv hinzufügt. Es können deshalb die Gleichungen 
aller Kreise, deren Mittelpunkte auf der Centralaxe 
der gegebenen Kreise k Q = und k x = liegen, auf 
die Form zurückgeführt werden: 

(26) mh {) + nk x + p — 
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und alle Gleichungen von dieser Form stellen Kreise 
dar, deren Mittelpunkte auf der Centralaxe liegen. 
Unter der Bedingung m + n = stellt die Gleichung 

(26) jede gerade Linie dar, welche senkrecht gegen 
die Centralaxe ist. 

Von der angegebenen Form ist die Kreisgleichung: 

(27) ....... . * + *, — = 0. 

Sie stellt, wenn wir q variiren lassen, alle Kreise dar, 
deren Mittelpunkte die Centralaxe der gegebenen 
Kreise halbiren. 

Auf eine Kreisgleichung von der angegebenen Form fuhrt 
auch die folgende Aufgabe: 

Die Gleichung des Kreises zu bestimmen, der 
durch die vier Berührungspunkte der äusseren Tan- 
genten zweier durch ihre Gleichungen in der Normal- 
form k s= 0, k\ = gegebenen Kreise hindurchgeht. 

Schreiben wir die Gleichung des äusseren Tangentenpaares 
(24) in der Form hin: . 

{*o + *i - q} 2 - ±*o*i = o, 

so können wir daraus schliessen, dass: 
(28) k + k x — q = 

die Gleichung des gesuchten Kreises sein muss. Denn wenn die- 
ser Gleichung eines Kreises genügt wird und zugleich einer der 
gegebenen Kreisgleichungen k = 0, k t = 0, so wird auch der 
angegebenen Tangentengleichung genügt. Der Vergleich der 
Gleichungen (28) und (27) führt zu dem Satze: 

Der Mittelpunkt des Kreises, der durch die Be- 
rührungspunkte der äussern gemeinschaftlichen Tan- 
genten zweier Kreise geht, halbirt die Centralaxe der 
Kreise. Wenn einer der beiden Kreise den Radius hat, so 
ist dieses ein bekannterer Satz der Geometrie. 

Wir specialisiren unsere Kreisgleichung (28), wenn wir für 
die Kreise k = und fc t = 0, deren Mittelpunkte und 1 
sind, die beiden Grenzkreise des Systemes (4) nehmen, & ' = 

11* 
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und k t ' = 0, deren Radien gleich und deren Mittelpunkte 
0' und 1' seien. Die specialisirte Gleichung: 

(29) V + V - [0'1T = 0. 

Sie stellt einen Kreis dar, dessen Mittelpunkt auf der Centralaxe 
der gegebenen Kreise k Q = und k t = liegt und der durch 
die Grenzpunkte des Systemes (4) geht. Der specialisirten Glei- 
chung (29) werden wir uns zur zweiten Auflösung der folgenden 
Aufgabe^ bedienen. 

Es sind die Gleichungen k = 0, k x = zweier 
Kreise in der Normalform gegeben, es soll die Glei- 
chung des Kreises bestimmt werden, dessen Mittel- 
punkt auf der Centralaxe der gegebenen Kreise liegt 
und zugleich durch die Grenzpunkte des Systemes 
von Kreisen geht, welche sich in den Schnittpunkten 
der gegebenen Kreise schneiden. 

Da der Mittelpunkt des gesuchten Kreises auf der Central- 
axe der gegebenen Kreise liegt, so wird die Form der Kreis- 
gleichung die in (26) angegebene sein müssen: 

(30) mk + nk x + p = 0. 

Es handelt sich also darum, die Coefficionten mnp in dieser 
Gleichung zu bestimmen. 

Zu diesem Zwecke bemerken wir, dass 

(31) x = *=£* y = &5^i 

die Coordinaten eines beliebigen Punktes der Centralaxe der ge- 
gebenen Kreise sind. Hat X einen Werth, der der quadratischen 
Gleichung (10) genügt, deren Wurzeln die Grenzpunkte bestim- 
men, so stellen jene Ausdrücke (31) die Coordinaten eines Grenz- 
punktes dar. 

Setzt man nun jene Ausdrücke (31) für x und y in die 
Gleichung (30), so erhält man eine quadratische Gleichung in X, 
welche die Schnittpunkte des Kreises (30) und der Centralaxe 
bestimmt. Da diese Schnittpunkte aber die Grenzpunkte sein 
sollen, so muss die genannte quadratische Gleichung dieselbe 
sein, als die quadratische Gleichung (10), welche die Grenzpunkte 
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• bestimmt, das heisst die Coefficienten der einen nach Potenzen 
^on X entwickelten quadratischen Gleichung müssen proportional 
sein den entsprechenden Coefficienten in der anderen entwickelten 
Gleichung. 

Aus dieser Proportionalität der Coefficienten gehen nun zwei 
in Rücksicht auf m, w, p lineare und homogene Gleichungen her- 
vor, aus welchen sich die Verhältnisse der Unbekannten m, w, p 
bestimmen lassen. Bestimmt man dieselben und setzt ihre 
Werthe in (30) ein, so erhält man die Gleichung des gesuchten 
Kreises : 

(32) . k {[orp-ro'+V} + k t {[01] 2 + V-V} +p=0, wenn: 
*>={[01] + r + r,} { -[Ol] + r + r t } {[Ol] - r + r,} 
{[Ol] +r -r t }. 

Diese Gleichung geht in die Gleichung (29) über, wenn wir 
für die Kreise k Q = und ÄjsO die Grenzkreise fc ' t=s 
und Ar/ = mit verschwindenden Radien und den Mittelpunkten 
0' und 1' nehmen, was als eine Controlle der Rechnung die- 
nen kann. 

Die Herleitung der Gleichung (32) auf dem angegebenen 
Wege erfordert nicht unbeträchtliche Rechnungen. Wir empfehlen 
deshalb zur Lösung der vorliegenden Aufgabe den folgenden Weg, 
der die Ausdrucksweise der symmetrischen Functionen der Wur- 
zeln A und k t der quadratischen Gleichung (10) verlangt. 

Wir gehen von der Gleichung (29) des gesuchten Kreises aus: 

(33) v + V - [o'iT = o. 

Diese Gleichung enthält freilich nicht die Data der Aufgabe. 
Es wird deshalb unsere Aufgabe sein, diese Data in die Gleichung 
einzuführen. Wir bemerken zu diesem Zwecke, dass: 

"» — 1 - X *i .-*- 1 -1, 

und dass die Summe dieser Ausdrücke von k Q ' und k t ' eine sym- 
metrische Function der Wurzeln der quadratischen Gleichung (10), 
welche sich durch die Coefficienten in jener Gleichung wie folgt 
darstellen lässt: 

(34) V + V^^pl^olEOiP-V + r^+Ar^COip + V-V}}. 
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Ebenso ist der Ausdruck [O'l'] 2 zusammengesetzt aus den 
Coordinaten a ', b ' und a{ , b{ der Grenzpunkte wie folgt: * 

[(/IT = « - O* + (V - »i? 
eine symmetrische Function der Wurzeln X und X lf weil: 

«i — T— Xl - *t — l^riT' 
Drückt man auch diese symmetrische Function [O'l'] 2 durch die 
Coefficienten in der Gleichung (10) aus, so findet man: 

(35) [0'1'P = - flgp 

wo 7) den in (32) gegebenen Werth hat. 

Setzen wir endlich in (33) die in (34) und (35) gefundeneu 
Ausdrücke ein, so erhalten wir die gesuchte Gleichung (32). 

Wir haben diesen Weg der Auflösung der Aufgabe mit 
grösserer Ausführlichkeit verfolgt, weil er durch die Gleichung 
(35) eine Einsicht giebt in die Bedeutung der Constante p in der 
gesuchten Gleichung (32). Jene Gleichung (35) sagt nämlich aus, 
dass die Constante p in der Gleichung (35) negativ genommen 
gleich ist dem Quadrat des Productes der Entfernung der Mittel- 
punkte der gegebenen Kreise von einander und der Entfernung 
der Grenzpunkte von einander. Die anderen Coefficienten von 
k Q und k t in der Gleichung (32) lassen sich leichter nach dem 
Pythagoräischen Lehrsatze geometrisch darstellen. 

Wenn man mit Q und B die Ausdrücke bezeichnet: 

(3ß) Q = *o{lOi]*-r Q * + r t *} +*i{C01? + V-r 1 «} +p 

^ = (&o — b t ) x — {a — a t ) y + (a^ — a, b ), 

welche gleich gesetzt den Kreis (32) und die Centralaxe der 
gegebenen Kreise k = und k t c= ausdrücken, so lassen 
sich sämmtliche Kreise, welche durch die Grenzpunkte gehen und 
darum das betreffende System Kreise senkrecht schneiden, durch 
die angegebenen SymBole so darstellen: 

Es ist Q — fiB = mit dem willkürlichen Factor^ 
der analytische Ausdruck aller Kreise, welche das 
System Kreise k — kk t = senkrecht schneiden. 
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Wenn man von dieser Vorlesung zurückblickt auf die vor- 
hergehende, in welcher die Kreisgleichung in doppelter Weise 
behandelt wurde, in Punktcoordinaten und in Liniencoordinaten, 
so möchte man nach der Analogie mit den früheren Vorlesungen 
in den folgenden eine gleiche Behandlung der Gleichung 
k — kk x c= erwarten unter der Voraussetzung, dass k = 
und k t s=s die Gleichungen zweier in Liniencoordinaten ge- 
gebenen Kreise seien. Von einer solchen Behandlung müssen wir 
jedoch hier Abstand nehmen, weil jene Gleichung nicht mehr der 
analytische Ausdruck eines Kreises ist, sondern eines Kegel- 
schnittes, der die vier gemeinschaftlichen Tangenten der gegebe- 
nen Kreise berührt. 

Wir schliessen die Vorlesung mit der Hinweisung auf eine 
Quelle von empfehlenswerthen Aufgaben, von welchen nur einige 
gelöset vorliegen. 

Man weiss, dass die Gleichung eines jeden Kreises mit einem 
Mittelpunkte auf der Centralaxe der gegebenen Kreise k = 
und k t = und dass die Gleichung jeder geraden Linie, welche 
auf der Centralaxe der gegebenen Kreise senkrecht steht, von 
der Form (26) mk + mk t + p = sind. Definirt man nun 
einen Kreis mit dem Mittelpunkte auf der Centralaxe oder eine 
auf ihr senkrecht stehende gerade Linie durch Eigenschaften der- 
selben rücksichtlich der gegebenen Kreise, so erhebt sich jedes 
Mal die Frage nach den Werthen der Coefficienten m n p in der 
angegebenen Gleichung, welche dem Kreise oder der geraden 
Linie entsprechen. 
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Dreizehnte Vorlesung. 



Das System von Kreisen , f welche von einem 

Kreise senkrecht geschnitten werden. Das 

Problem der Berührung eines Kreises an drei 

gegebenen Kreisen. 



Mit Anschluss an die Bezeichnungen (1) und (2) der vorher- 
gehenden Vorlesung gehen wir von den Gleichungen dreier ge- 
gebenen Kreise aus: 

(1) ...... . k = k t = k 2 = 0, 

deren Mittelpunkte durch die Gleichungen analytisch ausgedruckt 
werden: 

(2) ....... A = A x = A 2 = 0. 

Wir bilden aus den gegebenen Kreisgleichungen die Glei- 
chung mit den unbestimmten Coefficienten A, (i: 

(3) k + Xk t + (ik 2 = 

und bemerken, dass diese Gleichung den Bedingungen (3) der 
elften Vorlesung für einen Kreis genügt, weshalb die Glei- 
chung (3) wieder einen Kreis darstellt. Seine Gleichung wird 
durch Division mit 1 + l + fi auf die Normalform zurück- 
geführt. 

Die Coordinaten des Mittelpunktes a, b dieses Kreises (3) 
werden durch Entwickelung der Kreisgleichung nach Vorschrift 
von (4) der elften Vorlesung gefunden: 

„ fl + lax + fi a z h b + M>i + ft&g 

a — 1+ x + t> ° — 1+ X + p> 

woraus sich die Gleichung des Mittelpunktes des Kreises (3) 
ergiebt: 

(4) 4> + U x + fiA 2 = 0. 

Da diese letzte Gleichung jeden beliebigen Punkt darstellt, 
so können wir sagen, dass die Gleichung (3) mit den un- 
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bestimmten Factoren A und (i einen Kreis darstelle 
mit einem beliebigen Mittelpunkte. 

Was seinen Radius anbetrifft, so ist er nach (4) der elften 
Vorlesung ein ganz bestimmter Ausdruck in l und ft, also durch 
seinen Mittelpunkt bestimmt. Es stellt demnach die Gleichung (3) 
nicht jeden beliebigen Kreis dar. Bemerken wir aber, dass durch 
Hinzufügung einer beliebigen Constante in der Gleichung eines 
Kreises sich nur der Radius des Kreises beliebig ändert, so kön- 
nen wir sagen: 

Die Gleichung mit den willkürlichen Constanten 
x, A, (i, vi 

(5) xA: + lk t + pk 2 + v = 

stellt jeden beliebigen Kreis und jede beliebige ge- 
rade Linie dar. 

Denn wenn x + X + p = wird, so geht der Kreis in 
eine gerade Linie über und von den vier willkürlichen Constanten 
xlfiv des Kreises bleiben nur drei übrig. 

Wir heben diesen Satz hervor als eine Quelle weiterer Auf- 
gaben, wie wir sie am Ende der vorhergehenden Vorlesung in 
Vorschlag gebracht haben; ja, wir behaupten, dass auf dem an- 
gegebenen Satze sich eine neue Behandlungsweise der analytischen 
Geometrie der geraden Linie und des Kreises gründen lässt. 

Da die Kreise (3) nicht ganz willkürlich sind, so werden wir 
die charakteristische Eigenschaft des Systemes (3) zu erforschen 
haben. 

Ziehen wir zu diesem Zwecke die Gleichungen (1) der ge- 
gebenen Kreise, welche ebenfalls dem Systeme (3) angehören, von 
einander ab, so erhalten wir: 

(6) . . . k t — k 2 = k 2 — k — k Q — k i — 

die Gleichungen der gemeinschaftlichen Secanten je zweier ge- 
gebenen Kreise. Dass die Summe der drei Gleichungen (6) iden- 
tisch verschwindet, beweiset der Satz: 

Die gemeinschaftlichen Secanten je zweier Kreise 
von drei gegebenen Kreisen schneiden sich in dem- 
selben Punkte C, genannt das Centrum der gemein- 
schaftlichen Secanten. 
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Nehmen wir aus dem System (3) irgend zwei Kreise, deren 
Gleichungen auf die Normalform zurückgeführt sein werden: 

1 + l + p — U 1+ v + ? ~ u ' 

und ziehen die Gleichungen von einander ab, um die Gleichung 
der gemeinschaftlichen Secante der beiden Kreise zu bilden, so 
sehen wir, dass die gebildete Gleichung linear zusammengesetzt 
ist aus den Gleichungen (6), woraus wir schliessen: 

Die gemeinschaftlichen Secanten je zweier Kreise 
des Systemes schneiden sich in dem Centrum C der 
gemeinschaftlichen Secanten der gegebenen Kreise. 

Wir wollen nicht unterlassen zu bemerken, dass die gemein- 
schaftliche Secante zweier Kreise des Systemes nach der Zusam- 
mensetzung ihrer Gleichung sich betrachten lässt als ein Kreis 
des Systemes, dessen Radius unendlich gross ist, weshalb man 
auch sagen kann, dass die Kreise des Systemes mit unendlich 
grossem Radius sich in dem Centrura C schneiden. Die Frage 
nach den Kreisen des Systemes, deren Radien sind, liegt dann 
nahe. Die Beantwortung dieser Frage wird sich im Folgenden 
von selbst ergeben. Die weitere Frage nach den Kreisen des 
Systemes von gleichen Radien soll hiermit nur angeregt sein. 

Der hervorgehobene Satz giebt ein Mittel, jeden beliebigen 
Kreis des Systemes (3) zu construiren. Suchen wir nämlich den- 
jenigen Kreis des Systemes, dessen Mittelpunkt ein- gegebener 
Punkt sein soll, so werden wir von dem Centrum C der gemein- 
schaftlichen Secanten der gegebenen Kreise ein Loth auf die 
Centralaxe des gesuchten und eines der gegebenen Kreise zu fäl- 
len haben. Die Schnittpunkte des Lothes mit dem gegebenen 
Kreise werden Punkte der Peripherie des gesuchten Kreises sein, 
denn das Loth ist die gemeinschaftliche Secante der beiden Kreise. 

Wenn wir unter x und y die Coordinaten des Centrums C 
verstehen, so erfüllen sie sämmtliche Gleichungen (6), weil die 
durch jene Gleichungen dargestellten geraden Linien sich in dem 
Punkte C schneiden. In dieser Voraussetzung ist: 

k = k t = k 2 

was wir geometrisch so deuten: 
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Die von dem Centrum der gemeinschaftlichen Se- 
canten dreier gegebenen Kreise an die Kreise gezo- 
genen Tangenten sind von gleicher Länge. 

Man kann demnach durch die Berührungspunkte der von 
dem Centrum C an die drei gegebenen Kreise gezogenen Tau- 
genten einen Kreis legen, dessen Mittelpunkt C und dessen Radius 
von der Länge einer jener Tangeriten sein wird. 

Dieser Kreis schneidet jeden der gegebenen Kreise 
senkrecht. Sein Mittelpunkt ist durch zwei von den Gleichun- 
gen (6) bestimmt, sein Radius q gleich der Länge einer jener 
Tangenten, durch die Gleichung q 2 = [Ar ], in welcher unter 
[£ ] der Ausdruck k zu verstehen ist, in welchem für die 
variabeln Coordinaten die Coordinaten des Mittelpunktes ge- 
setzt sind. 

Nehmen wir die Gleichung (3) irgend eines Kreises des be- 
trachteten Systemes' und führen sie durch Division mit 1 + A + (i 
auf die Normalform zurück, so wird der linke Theil, wenn man 
in demselben für die variabeln Coordinaten die Coordinaten des 
Centrums setzt, den Werth [Ar ] annehmen, weil für diese Coor- 
dinaten k = k t s=3 k 2 == [Ar ] ist. Daraus ziehen wir die 
Schlüsse: 

Die von dem Centrum der gemeinschaftlichen Se- 
canten dreier gegebenen Kreise (1) an die Kreise des 
Systemes (3) gezogenen Tangenten sind von gleicher 
Länge. 

Alle Kreise des Systemes (3) werden von einem 
und demselben Kreise senkrecht geschnitten, dem 
Orthogonalkreise des Systemes. 

Dass es ausser den Kreisen des Systemes (3) keinen Kreis 
giebt, der von dem Orthogonalkreise senkrecht geschnitten wird, 
lässt sich so nachweisen. Wir nehmen an, dass ein Kreis (5) 
ausserhalb des Systemes von der genannten Eigenschaft sei. 
Bringen wir dann die Kreisgieichung (5) durch Division mit 
% + X + (i auf die Normalform, so muss der linke Theil der 
Kreisgleichung den Werth [£ ] annehmen, wenn wir in demsel- 
ben für die variabeln Coordinaten die Coordinaten des Centrums 
C setzen. Dieses ist aber, da [Ar ] = [Äj] = [Ar 2 ], nicht mög- 
lich, wenn nicht v == Q ist, 
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Hierauf gründet sich nun eine zweite Construction eines be- 
liebigen Kreises des Systeines (3) mit Hülfe des Ortbogonalkreises. 
Zieht man nämlich irgend zwei Radien des letzteren Kreises und 
construirt irgend einen Kreis, der von den beiden Radien in 
ihren Endpunkten berührt wird, so ist dieser ein Kreis des Sy- 
stemes. 

Daraus ist wiederum ersichtlich, dass der Orthogonal- 
kreis der geometrische Ort ist für die Mittelpunkte 
derjenigen Kreise des Systemes, derenRadien gleichO 
sind, und dass seine Peripherie die Grenze bildet für 
die Mittelpunkte der Kreise des Systemes, die reell 
oder imaginär sind. 

Wenn wir uns nun die Aufgabe stellen: 

Die Gleichung des Kreises zu bestimmen, der die 
gegebenen Kreise (1) orthogonal schneidet, 

so ist diese Aufgabe durch das Vorhergehende als gelöset zu 
betrachten. Denn zwei von Gleichungen (6) geben die Coordina- 
ten aß des Mittelpunktes C des gesuchten Kreises und sein Ra- 
dius q ist bestimmt durch die Gleichung q 2 = [£ ]. Aus die- 

aß 

sen Elementen lässt sich aber die Gleichung des gesuchten Krei- 
ses zusammensetzen. 

Wir müssen uns begnügen, die Bildung der gesuchten Kreis- 
gleichung anzugeben; die vollständig ausgerechnete Kreisgleichung 
würde einen zu grossen Umfang haben. 

Die eben genannte Gleichung des Orthogonalkreises ist nicht 
von der Form (5). Wir wollen daher noch einen Weg angeben, 
auf dem man zur Gleichung des Orthogonalkreises in jener Form 
gelangt. 

Unter den Kreisen des Systemes (3) giebt es einen Kreis, 
dessen Mittelpunkt das Centrum C, der Mittelpunkt des Ortho- 
gonalkreises, ist. Die Gleichung dieses Kreises (3) hat mit den 
ihm entsprechenden Werthen von X und (i bereits die Form (5). 
Addirt man zu dieser Kreisgleichung eine beliebige Constante, so 
erhält man die Gleichungen aller mit dem Orthogonalkreise con- 
centrischen Kreise. Ein bestimmter Werth der Constante wird 
dem Orthogonalkreise entsprechen. Diesen Werth wird man fest- 
zustellen haben. 
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Zu diesem Zwecke erinnern wir daran, dass der Radius q 
des Orthogonalkreises ausgedrückt ist durch die Gleichung: 

Q 2 = M = M = M, 
dass ferner die auf die Normalform zurückgeführte Gleichung des 
mit dem Orthogonalkreis concentrischen Kreises des Systemes, 
dessen Radius r sei: 

n\ K + M\ + l*k 2 n 

[ } 1 + X + ^ — U * 

Remerken wir nun, dass wenn man in dem linken Theile 
einer in der Normalform gegebenen Kreisgleichung für die 
variabeln Coordinaten die Coordinaten des Mittelpunktes setzt, 
derselbe das negative Quadrat des Radius des Kreises ausdrückt, 
so finden wir für den vorliegenden Kreis (7), dessen Radius r: 

(8) - r* = [* ] = [*,] = [*J. 

Wir haben demnach den Satz: 

Zwischen dem Radius q des Orthogonalkreises 
des Systemes (3) und dem Radius r des mit ihm con- 
centrischen Kreises des Systemes existirt die Re- 
lation: 

(») • • • ? 2 + r 2 = 0. 

Addiren wir hiernach zur Gleichung (7) des mit dem Orthö- 
gonalkreise concentrischen Kreises 2r 2 , so erhalten wir die Glei- 
chung des Orthogonalkreises in der gewünschten Form: 

(10) & + u, + rk 2 • 2r2 = 

Die Grössen X und p in dieser Gleichung sind so zu be- 
stimmen, dass ihre Werthe in die Gleichung (4) eingesetzt, diese 
in die Gleichung des Centrums C der gemeinschaftlichen Secan- 
ten übergehen machen. 

Es hat keinen Zweck, die ausgerechnete Gleichung hinzu- 
schreiben. Man würde sie wegen ihrer grossen Ausdehnung doch 
nicht übersehen und aus ihr auf ihre Natur weitere Schlüsse zie- 
hen können. Liegt jedoch die Aufgabe der Erforschung einer 
nur schwierig übersehbaren Gleichung vor, solche Aufgaben drän- 
gen sich in der Mathematik nur zu oft auf, so giebt es kein 
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Mittel, als die Bildungsweise der Gleichung in das Auge zu fassen 
und aus ihr Schlüsse zu ziehen auf die Natur der vorschrifts- 
mässig zu bildenden Gleichung. Mit der ausgerechneten Glei- 
chung würde man sich nur nutzlos belästigen. 

Nach dieser Digression kehren wir noch ein Mal zurück zu 
den durch die Gleichungen (1) gegebenen Kreisen. 

Die Aehnlichkeitspunkte von zweien dieser Kreise haben wir 
in der vorhergehenden Vorlesung durch ihre Gleichungen be- 
stimmt. Hiernach werden die Aehnlichkeitspunkte je zweier 
von den gegebenen drei Kreisen durch die Gleichungen analytisch 
ausgedrückt: 

•A\ ^2 == Q **% ^0 __ Q ffj) ^1 = _ Q 

— 4- — = — -I- — = — -4- — = 
*t T r f r 2 ^ r r r, 

Es sind dieses Punktgleichungen von derselben Form, wie 

wir sie am Ende der fünften Vorlesung ausführlich untersucht 

haben. Wir wiederholen nur die dort gegebenen Sätze, wenn 

wir uns hier so ausdrücken: 

Von den sechs Aehnlichkeitspunkten je zweier 
von "drei gegebenen Kreisen liegen die drei äusseren 
Aehnlichkeitspunkte auf einer geraden Linie. Jeder 
äussere Aehnlichkeitspunkt und jeder innere Aehn- 
lichkeitspunkt liegen auf einer geraden Linie, die 
wieder durch einen inneren Aehnlichkeitspunkt geht. 

Das geometrische Bild der sechs Aehnlichkeitspunkte von 
drei gegebenen Kreisen sind . hiernach die sechs Schnittpunkte 
von vier geraden Linien. Diese vier geraden Linien, von welchen 
jede durch drei Aehnlichkeitspunkte der gegebenen Kreise geht, 
werden die Aehnlichkeitsaxen der Kreise genannt. Die 
Aehnlichkeitsaxe , welche durch die drei äusseren Aehnlichkeits- 
punkte geht, wollen wir mit dem Namen der äusseren Aehn- 
lichkeitsaxe bezeichnen und in Rücksicht auf sie uns die Auf- 
gabe stellen: 

Die Gleichung der äusseren Aehnlichkeitsaxe der 
gegebenen drei Kreise (1) zu bestimmen. 

Um die Gleichung einer geraden Linie, hier der äusseren 
Aehnlichkeitsaxe, zusammenzusetzen, braucht man die Gleichungen 
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von drei geraden Linien, welche nicht durch einen und denselben 
Punkt gehen. Wir wählen die Centralaxen der gegebenen Kreise 
und bilden zu diesem Zwecke die Ausdrucke: 



(12) 



von welchen jeder für die Coordinaten von zwei Centren der ge- 
gebenen Kreise verschwindet. 

Alsdann sind die Gleichungen der Centralaxen 12, 20, Ol 
der gegebenen drei Kreise (1) der Reihe nach: 

(13) #0 = ^1 = # 2 = 0. 

Die Gleichungen von drei geraden Linien, von welchen jede 
ein Kreiscentrum verbindet mit dem äusseren Aehnlichkeitspunkte, 
welcher auf der Centralaxe der beiden anderen Kreise liegt, sind 
von der Form: 

(14) r i B i +r 2 B 2 = r 2 B 2 + r B Q =:0 r B + r l B l ^=0. 

Bestimmen wir nun die unbestimmten Coefficienten r r x r 2 in 
diesen Gleichungen so, dass die durch die Gleichungen dargestellten 
geraden Linien durch die genannten äusseren Aehnlichkeitspunkte 
gehen, deren Coordinaten wir aus den drei ersten Horizontalglei- 
chungen (11) entnehmen, so finden wir, dass jene unbestimmten 
Coefficienten den Radien r n r l r 2 der gegebenen Kreise gleich werden. 

Aus» den angegebenen Gleichungen setzen wir endlich die 
Gleichung der gesuchten äusseren Aehnlichkeitsaxe zusammen: 

(15) r B + r i B 1 + r 2 B 2 = 0. 

Die Gleichungen der drei anderen Aehnlichkeitsaxen der ge- 
gebenen Kreise erhält man aus dieser (15) durch Veränderung 
der Vorzeichen der Grössen r r x r 2 . 

Die eben gelösete Aufgabe gehört in den Kreis der Auf- 
gaben, die wir am Anfange der Vorlesung empfohlen haben. Wir 
wollen daher die Auflösung (15) noch auf die Form (5) zurück- 
führen , wenn wir gleich daraus weiter keinen Nutzen zu ziehen 
beabsichtigen. Wir beginnen mit der Darstellung der Gleichungen 
der Centralaxen in jener Form. 

Wenn wir gleich die Ausdrücke k k x & 2 ' einführen wollten, 
so würden die gesuchten Gleichungen der Centralaxen der ge- 
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gebenen drei Kreise unnötbig complicirt, weil jene Ausdrucke die 
Radien der Kreise enthalten, von welchen die Centralaxen unab- 
hängig sind. Wir werden deshalb mit Vortheil von den Bezeich- 
nungen Gebrauch machen: 

Q = k + r 2 = (* - ö ) 2 + (y - btf 

(16) . . . jfc = k t + r* -{x- «,)' + (y - btf 

Q 2 = k 2 + r 2 2 = (x — a 2 f + (y - 6 2 ) 2 . 

• Es sind nun (^ — Q 2 = und ö 2 — = die Glei- 
chungen von zwei ganz bestimmten geraden Linien. Aus diesen 
Gleichungen setzen wir nun mit den willkürlichen Coefficienten 
X (i die Gleichung jeder beliebigen geraden Linie zusammen: 
(Öi — (W + * (02 — Oo) + P = 0. 

Soll diese Gleichung die Centralaxe 12 darstellen, so müssen 
die Coeföcienten X, p so bestimmt sein, dass der Gleichung ge- 
nügt wird sowohl für x = a v und y = b t als für x = a 2 und 
«, = 6 2 . Bestimmen wir darnach die Werthe von A und (i und 
setzen sie in die Gleichung ein, so ergiebt sich die Gleichung 
der gesuchten Centralaxe 12: 

([Ol]*- [02]*) (ft - Q 2 )-[12f(Q 2 -Q ) + [12]« (ft-ffj- 
— [12]* ([02] 2 + [Ol] 2 - [12] 2 ) = 0. 

Wir leiten hieraus die Gleichungen C = C t = C 2 = 
der gesuchten Centralaxen 12 20 Ol der Reihe nach ab: 

c =([oi] 2 - m 2 )(Qi-Q2)-m 2 (Qz-Qo) + [i2] 2 (öo-Öi)- 

- [12] 2 ([02] 2 + [Ol] 2 — [12] 2 ) = 

(17) ^ = [20]»«^-$,) + ([12] 2 -[10] 2 )(ö 2 -öo)~[20] 2 (öo-Ö 1 )~ 

- PO] 2 ([10] 2 + [12] 2 — [20] 2 ) = 

^^-[oij^-W+Eoil^-öoJ+pop-pi] 2 )^-^)- 

- [Ol] 2 ([21] 2 + [20] 2 - [Ol] 2 ) = OJ 

welche Gleichungen die Form (5) annehmen, wenn man nach (16) 
Oo Q\ #2 ausdrückt durch k k t k v 

Bemerken wir nun, dass die Gleichungen (17) C = 
C x = C 2 = dieselben Centralaxen darstellen, als die Glei- 
chungen (13) 2? i= B t = B 2 = 0, so können wir 
daraus schliessen, dass sich drei Factoren p q v q 2 der Art be- 
stimmen lassen müssen, dass man identisch hat: 

C — fo^O ^1 — 01 #1 ^2 — ?2^2* 
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Es bedarf nur der Bestimmung eines dieser Factoren, die 
anderen ergeben sich leicht aus ihm nach dem Bildungsgesetz 
der Gleichungen. 

Wir setzen die Coefficienten von x in der ersten identischen 
Gleichung auf beiden Seiten der Gleichung einander gleich und 
finden 

— t Qo = («1&2 — a M + (Mo ~ «0^2) + («o&i — ö i&o)- 
Aus diesem Werthe von q und dem erwähnten Bildungs- 
gesetze der Gleichungen schliessen wir weiter, dass sämmtliche 
Factoren q q % q 2 , was sich auch ausrechnen lässt, einander gleich 
sind und dass jene identischen Gleichungen sich einfacher so 
darstellen lassen: 

Be, ==. Ca Ba = Ca B 2 = — C 2 . 

Qo ° * Qo * l Qo l 

Setzen wir diese Ausdrücke in die Gleichung (15) der äusse- 
ren Aehniichkeitsaxe, so geht dieselbe über in: w 

(18) r C + r^ + r 2 C 2 = 0. 

Wir erhalten aus dieser Gleichung endlich die Gleichung 
der äusseren Aehniichkeitsaxe in der gewischten Form (5), wenn 
wir für C C* C 2 ihre Ausdrücke (17) setzen und hierauf für 
Qo Qt O2 aus (16) ilire Werthe: 

o = * o + r ft 2 , Q 1 = k 1 + r 1 \ Q 2 = k 2 + r 2 *. 

Den Pol der äusseren Aehniichkeitsaxe der ge- 
gebenen drei Kreise (1) in dem Kreise k = zu be- 
stimmen. 

In der vorhergehenden Vorlesung haben wir unter (22) und 
(21) die Gleichung der Polare des äusseren Aehnlichkeitspunktes der 
Kreise k x = und k = in dem letzteren Kreise aufgestellt. 
Bilden wir darnach auch die Gleichung der Polare des äusseren 
Aehnlichkeitspunktes der Kreise k 2 = und k = in dem 
letzteren, so haben wir die Gleichungen der beiden Polaren in 
dem Kreise k = 0: 

V») • • • [10]* - ( ri - r )« — U [20]« - (r 2 - r )« ~ U ' 

die sich in dem zu bestimmenden Pol der äusseren Aehniich- 
keitsaxe schneiden, weil ihre Pole auf der äusseren Aehnlichkeits- 

Hesse, Analyt. Geometr. d. Ebene. I. 12 
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axe liegen. Die aus diesen beiden Gleichungen linear zu be- 
rechnenden Coordinaten sind demnach die Coordinaten des ge- 
suchten Poles. 

Nach diesen vorbereitenden Betrachtungen schliessen wir die 
Vorlesung mit der Auflösung der Aufgabe: 

Den Kreis zu bestimmen, der drei gegebene 
Kreise (1) berührt. 

Man kann mehrere Auflösungen der Aufgabe finden. Um 
eine bestimmte Auflösung zu fixiren, wollen wir annehmen, dass 
die gegebenen Kreise ausserhalb von einander liegen und dass 
auch jeder gegebene Kreis ausserhalb des gesuchten Kreises liege, 
wie in der Figur: 

Fig. 14. 




Wir werden die Coordinaten a:, y des Mittelpunktes p und 
den Radius r des Kreises suchen, der die gegebenen Kreise (1) 
berührt. Sie werden mit Rucksicht auf die in der vorhergehen- 
den Vorlesung eingeführten Bezeichnungen (1) durch folgende 
Gleichungen bestimmt: 

(20) Är + r '=(r+r )2 k t +r^=(r+r^ * 2 + r 2 2 = (r+ r 2 )*, 

welche nichts weiter ausdrücken, als was wir unmittelbar aus der 
Figur absehen, dass: 

[PO? = (r + r }' [pi] 2 =(r + r 1 )2 &*]' = (r + rj» 

. Die angegebenen drei Gleichungen (20) f lösen das Problem. 
Denn berechnen wir aus ihnen die drei Unbekannten x, y, r, so 
erhalten wir die Coordinaten des Mittelpunktes und den Radius 
des gesuchten Kreises. 

Die anderen Lösungen werden aus jenen Gleichungen (20) 
erhalten, wenn man die Vorzeichen der drei Grössen r r x r 2 
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ändert. Da dieses sieben Mal geschehen kann, so haben wir 
8 Auflösungen unserer Aufgabe. 

Von diesen 8 Auflösungen heben wir zwei hervor, nämlich 
den in Rede stehenden Fall, wenn der gesuchte Kreis die ge- 
gebenen Kreise ausschliesst, und den Fall, wenn die gegebenen 
Kreise sämmtlich innerhalb des gesuchten Kreises liegen. Die 
dem letzteren Fall entsprechenden Gleichungen erhalten wir aus 
jenen Gleichungen (20), wenn wir für r r A r 2 respective setzen 
Das Gemeinsame dieser beiden Fälle wird die 



- r o — r i — r v 

weitere Behandlung der Gleichungen (20) lehren. Aber auch die 

anderen sechs Fälle paaren sich der Art, dass der eine aus dem 
-anderen hervorgeht, wenn man die den Grössen r r x r 2 zu- 
kommenden Vorzeichen in die entgegengesetzten übergehen lässt. 
Die das Problem lösenden Gleichungen (20) enthalten ausser 
den ersten Potenzen der Unbekannten noch die Quadrate der- 
selben. Letztere eliminiren wir, wenn wir je zwei Gleichungen 
von einander abziehen. Dadurch erhalten wir die drei linearen 
Gleichungen : 

(21) k x — Ar 2 =2r(r 1 — r 2 ) * 2 -Ä: = 2r(r 2 -r ) k — * 1 = 2r(r -r 1 ), 

welche aber nur die Stelle von zwei Gleichungen zur Bestimmung 
der Unbekannten vertreten, weil ihre Summe identisch giebt. 

Wenn wir nun mittelst zweier von diesen Gleichungen die 
Coordinaten #, y linear durch r ausdrücken und diese Ausdrücke 
für x und y in eine von den Gleichungen (20) setzen, so erhal- 
ten wir eine quadratische Gleichung in r. Diese quadratische 
Gleichung hat man aufzulösen. Die eine Wurzel der Gleichung 
wird der Radius des gesuchten Kreises sein. Welche geome- 
trische Bedeutung die andere Wurzel hat, werden wir zu unter- 
suchen haben. 

Multipliciren wir zu diesem Zwecke die Gleichungen (21) der 
Reihe nach mit r , r t , r 2 und addiren, so erhalten wir: 

(22) ... r (k x - k 2 ) + r x (k 2 - Ar ) + r 2 (k - k t ) = 

die Gleichung einer geraden Linie, wenn wir die Coordinaten #, y 
als Variable betrachten. 

Auf dieser geraden Linie liegt der Mittelpunkt des gesuchten 
Kreises, weil seine Coordinaten eben der Gleichung genügen. 

12* 
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180 Dreizehnte Vorlesung. 

Der Kreis mit seinem Mittelpunkt wird ein anderer, nämlich der 
zweite oben hervorgehobene Fall, wenn wir die Vorzeichen 
sämmtlicher Grössen r {) r, r 2 ändern, aber die Gleichung (22) 
und die gerade Linie, die sie darstellt, ändern sich dadurch nicht. 
Daraus schliessen wir, dass die Mittelpunkte der beiden Kreise 
auf der geraden Linie (22) liegen. 

Beachten wir ferner die Zusammensetzung der Gleichung (22) 
aus den Gleichungen (6) der gemeinschaftlichen Secanten, die sich 
in ihrem Centrum C schneiden, so sehen wir, dass auch das Cen- 
trum C der gemeinschaftlichen Secanten der gegebenen drei Kreise 
auf dieser geraden Linie (22) liegt. 

Eine zweite Eigenschaft der geraden Linie (22) ergiebt sich 
aus dem Produkt ihrer Gleichung und der Gleichung (15) der 
äusseren Aehnlichkeitsaxe der gegebenen Kreise. Da in der Ent- 
wickelung des Produktes, wie leicht zu erkennen, die Coefßcienten 
von x 2 und y 2 gleich, aber von entgegengesetzten Vorzeichen 
sind, so folgt daraus, dass die genannten beiden geraden Linien 
auf einander senkrecht stehen. 

Mit der Erweiterung der gemachten Bemerkungen auf die 
anderen Aehnlichkeitsaxen der gegebenen drei Kreise geben wir 
dieselben in dem Satze kurz wieder: 

Wenn man von dem Centrum der gemeinschaft- 
lichen Secanten dreier gegebenen Kreise Lothe fällt 
auf die vier Aehnlichkeitsaxen der Kreise, so liegen 
auf jedem der vier Lothe zwei Mittelpunkte der die 
gegebenen Kreise berührenden 8 Kreise. 

Fällen wir demnach von dem Centrum C der gemeinschaft- 
lichen Secanten der gegebenen drei Kreise ein Loth auf die 
äussere Aehnlichkeitsaxe derselben, so wissen wir, dass die 
Mittelpunkte der beiden hervorgehobenen ^erührungskreise auf 
diesem Lothe liegen. Da die Bestimmung der Mittelpunkte selbst 
aber, wie wir gesehen haben, auf eine quadratische Gleichung 
zurückführt, so ist die Construction derselben nicht ohne Hülfe 
eines Kreises ausführbar. 

Wir wählen als Mittel hierzu den gegebenen Kreis k {) = ö, 
und werden auf ihm den Berührungspunkt zu bestimmen suchen. 
Da der Berührungspunkt, dessen Coordinaten x y sein mögen, 
auf der Verbindungslinie der Punkte a?, y und a , b liegt und 



Digitized by VjOOQ IC 



Das System von Kreisen, welche von einem Kreise senkrecht etc. 181 

von ihnen um r und r absteht, so haben wir die Relationen 
zwischen den Coordinaten dieser Punkte: 

- (r + r ) x — rap (r + r ) y — rb 

Setzen wir diese Werthe von x und y in die beiden letzten 
linearen Gleichungen (21) ein, und beachten, dass jeder lineare 
Ausdruck der Variabein x, y durch die angegebenen Substitutionen 

für die Variabein übergeht in das Produkt r — r ° und des linearen 
Ausdruckes mit der Veränderung von x und y in x und y 
minus dem Produkt von - und demselben linearen Ausdruck mit 

der Veränderung von x und y in a und b , so finden wir ohne 
Rechnung, wenn wir mit k ', k t ', k 2 ' die Ausdrücke k , k lt k 2 be- 
zeichnen, nach Vertauschung der Coordinaten x, y mit x\ y: 

ü±Ü(* a '_V)-^([O2]»-r,» + r ») = 2r(r 2 -r ) 
'4 IL0 (V-V)-^(-V-C01] 2 +V)=2r(r () -r 1 ). 

Woraus nach der Reduction die Gleichungen für den Berührungs- 
punkt hervorgehen: 

/OQ\ ,kj *0 i _ r __ _ rj *2 *0 _ r _ f) 

1 ° ; [lO^-^-ro)« r + r ~ U [20]«- (ry-r )* r+r — U ' 

Gleichungen, welche sich von den, den Pol der äusseren Aehn- 
lichkeitsaxe im Kreise k = bestimmenden, Gleichungen (19) 

nur durch das Glied — £ — unterscheiden, welches dort gleich 
r t r o 

der Einheit ist. Wir erhalten daher die Gleichung derselben 
geraden Linie, wenn wir die Differenz der Gleichungen (19) oder 
die Differenz der Gleichungen (23) bilden. 

Die Differenz der Gleichungen (19) stellt eine gerade Linie 
dar, welche den Pol, den die Gleichungen im Kreise k = 
bestimmen, mit dem Centrum C der gemeinschaftlichen Secanten 
verbindet. Die Differenz der Gleichungen (23) stellt dieselbe ge- 
rade Linie dar, welche durch den gesuchten Berührungspunkt 
des Kreises k = geht. Ziehen wir demnach von dem Cen- 
trum C der gemeinschaftlichen Secanten der gegebenen Kreise 
durch den Pol der äusseren Aehnlichkeitsaxe im Kreise k = 
eine gerade Linie, so geht diese durch den Berührungspunkt des 
Kreises k = 0. 
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182 Dreizehnte Vorlesung. 

Da die Differenz der Gleichungen (23) ungeändert bleibt, 
wenn man die Vorzeichen sämmtlicher Radien r r t r 2 ändert, 
so geht jene gezogene gerade Linie auch durch den Punkt des 
Kreises k = 0, in welchem derjenige Berührungskreis, der die 
gegebenen drei Kreise umschliesst, jenen berührt. 

Hieraus ergiebt sich nun folgende Construction des Mittel- 
punktes und des Radius des, die gegebenen drei Kreise berüh- 
renden, Kreises. 

Wir ziehen eine von „den vier Aelmlichkeitsaxen der gegebe- 
nen drei Kreise und bestimmen den Pol derselben in dem Kreise 
k = 0. Die Verbindungslinie dieses Poles mit dem Centrum C 
der gemeinschaftlichen Secanten schneidet den Kreis k Q = in 
zwei Punkten. Der eine Schnittpunkt wird der Berührungspunkt 
eines, der andere der Berührungspunkt eines anderen von den 
acht Berührungskreisen sein. 

Um den Mittelpunkt des Berührungskreises zu bestimmen, 
ziehen wir einen Radius des Kreises k = durch einen jener 
Berührungspunkte und verlängern denselben, bis er das von dem 
Centrum C auf die Aehnlichkeitsaxe gefällte Loth schneidet. Der 
Schnittpunkt ist der Mittelpunkt des gesuchten Berührungskreises 
und sein Radius verbindet den Mittelpunkt mit dem Berührungs- 
punkte. 

Die angegebene Construction lässt sich an jedem der ge- 
gebenen Kreise, wie an dem Kreise Ar = 0, ausführen. Sie ist 
unsymmetrisch. Wir ziehen es daher vor, an die Stelle der 
Construction den durch das Vorhergehende bewiesenen symme- 
trischen Satz aufzustellen: 

Wenn man von dem Centrum der gemeinschaft- 
lichen Secanten dreier gegebenen Kreise durch die 
Pole einer Aehnlichkeitsaxe in den drei Kreisen drei 
gerade Linien zieht, so schneidet jede dieser Linien 
den Kreis, durch dessen Pol sie geht, in den Punkten, 
in welchen die gegebenen Kreise von zwei Kreisen 
zugleich berührt werden. 

Aus diesem Satze und dem vorhergehenden ist die Con- 
struction des Berührungskreises an drei gegebene Kreise leicht 
abzusehen. 
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Clebsch, Dr. A., Prof. an der polytechnischen Schule zu Carlsruhe, Theorie 
der Elasticität fester Körper, gr. 8. 1862. geh. n. 3 Thlr. 

„ Der Herr Verfasser halle als Lehrer an der polytechnischen Schule zu Carlsruhe Gelegen- 
heit und Beruf, sich ausführlicher mit den Anwendungen der allgemeinen Theorie der Elasticität 
auf die in der Technik besonders wichtigen Fälle zu beschäftigen. Die Resultate dieser Studien 
liegen uns jetzt in einem ziemlich umfangreichen Werke vor, und man kann dem Verfasser nur 
Dank wissen, dass er unsere deutsche Literatur um eine Schrift bereichert hat, welche einerseits 
dem Techniker das Erlernen der strengen Theorie ermöglicht, ihm über die Genauigkeit seiner 
Resultate und die Zulässigkeit der in der Praxis üblichen Voraussetzungen Aufschluss «riebt, ande- 
rerseits den Mathematiker belehrt, wie man von den allgemeinsten Gleichungen der Bewegungen 
und des Gleichgewichts elastischer Körper zu speciellen Fällen gelangen kann , und ihm die grosse 
Mühe und Zeit erspart, in den Arbeiten der Techniker den Weizen von der Spreu zu sondern. Es 
ergänzt daher dieses Handbuch das berühmte Werk des französischen Physikers Lama, welches 
vorzüglich die allgemeinen Differentialgleichungen, ihre eleganten Transformationen, die Theorie 
der kristallinischen Körper und ihre optischen Eigenschaften behandelt, während Herr C leb seh 
ausschliesslich unkrystallinische Körper und deren Verschiebungen durch äussere Kräfte in Betrach- 
tung zieht." [Literarisches Centralblatt 1863, No. 31.] 

Duhamel, Mitglied der Akademie der Wissenschaften in Paris, Lehrbuch 
der analytischen Mechanik. Deutsch herausgegeben .von 
Dr. Oskar Schlömilch, Professor der höheren Mathematik und 
analytischen Mechanik an der polytechnischen Schule in Dresden. Zweite 
gänzlich umgearbeitete Auflage. Neue wohlfeile Ausgabe. Zwei 
Bände. Mit in den Text eingedruckten Holzschnitten, gr. 8. 1861. 
geh. Beide Bände zusammen 2 Thlr. 

Einzelne Bände werden in dieser wohlfeilen Ausgabe nicht abgegeben. 

Nach dem Urtheile der gewichtigsten Autoritäten ist Duhamel' s Cours de mecanique 
de l'ecole pojy technique in seiner Art das vollständigste und zugleich in seiner Behandlungs- 
weise das eleganteste Lehrbuch der analytischen Mechanik , welches die Litteratur Oberhaupt besitzt, 
so dass dasselbe schon seit Jahren den Vorlesungen und dem Unterrichte auf deutschen Universi- 
täten und höheren technischen Bildungsanstalten im Original zu Grunde gelegt wird. — Die Ver- 
lagshandlung glaubte deshalb einem entschiedenen Bedürfnis zu begegnen, wenn sie eine deutsche 
Ausgabe veranstaltet hat und zwar in einer Bearbeitung, welche sowohl eine sorgfältige und elegante 
Uebersetzung- bietet, als auch das Original, wo es nöthig ist, ergänzt und berichtigt. In dieser Be- 
ziehung wird der Name des Herrn Professor Schlömilch die vollständigsten Garantien bieten. 

DüTÖgÖ, Dr. H., ordentlicher Professor am Polytechnicum zu Prag, Theorie 
der elliptischen Functionen. Versuch einer elementaren Dar- 
stellung. Mit 32 in den Text gedruckten Holzschnitten, gr. 8. 1861. 
geh. n. 2 Thlr. 20 Ngr. 

„Trotz der hohen Bedeutung, welche die elliptischen Functionen für die gesammte Analysis, 
für die analytische Mechanik und selbst für die Zahlentheorie gewonnen haben, existierte doch bisher 
kein Elementarlehrbuch derselben und der Jünger der Wissenschaft blieb wie vor 25 Jahren darauf an- 
gewiesen, seine Belehrung aus den Quellen (Legendre, traite des fonetions elliptiques, und Jacobi, fun- 
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damenla funct. ellipt. nebst einer, grossen Anzahl einzelner Abhandlungen in Crelle's Journal) zu schöpfen. 
Die Herausgabe des vorliegenden Werkes darf daher als ein glücklicher Gedanke bezeichnet werden 
und es ist damit jedenfalls eine fühlbare Lücke der Littcralur zum Besten der Studierenden ausgefüllt 
worden. — — Das Werk bietet genug, ja hie und da vielleicht mehr als genug für das erste Studium 
der genialen Schöpfungen von Legendre, Abel und Jacobi. Die Darstellung muss als sehr deutlich 
bezeichnet werden u. s. w." [Sc hlö milch, in der Zeitschrift f. Mathematik, 1862, 1. Heft] 

— — — Elemente der Theorie* der Functionen einer 
complexen veränderlichen Grösse. Mit besonderer Berück- 
sichtigung der Schöpfungen Kiemanns. gr. 8. 1864. geh. n. 1 Thlr. 
18 Ngr. 

„Ich möchte, nach allen diesen Ueb er legungen , das Werk von Durege allen Anfängern 
empfehlen, welche sich eine erste Kenntniss der modernen mathematischen Anschauungsweisen 
erwerben wollen. Ich halte dafür, es sei sehr zweckmässig, dass der Lernende ziemlich bald sich 
an die Betrachtung der Eigenschaften der Functionen gewöhnt. Das gewöhnliche mathematische, 
mehr rechnende Verfahren, wird durchaus nicht Überflüssig durch diese neuere Betrachtungsweise; 
es lassen sich aber oftmals doch sehr grosse Rechnungen ersparen; ferner, was sowohl für das 
Studium, als auch für selbstständige Arbeiten von grösstem Werthe ist, die Möglichkeit gewisser 
Darstellungen (als z. B. der elliptischen Functionen durch die &) lässt sich sofort übersehen; es 
wird dadurch leichter, den Faden einer gegebenen Rechnung, welche man nachstudirt, zu behalten, 
und es kann viel zielloses Rechnen bei selbstständigen Arbeiten vermieden werden. Ich empfehle 
daher das Werk nochmals einem Jeden, welcher sich mit Riemann'schen Arbeiten vertraut machen 
will, zum Vorstudium." [G. Roch, in der Zeitschrift f. Mathematik, 1865, 4. Heft] 

Fiedler, Dr. Wilhelm, Professor am Polytechnikum zu Prag, die Ele- 
mente der neueren Geometrie und der Algebra der binären 
Formen. Ein Beitrag zur Einführung in die Algebra der linearen 
Transformationen, gr. 8. 1862. geh. n. 1 Thlr. 14 Ngr. 

Diese Arbeit des rühmlichst bekannten Verfassers ist aus dem Wunsche entsprungen, zur 
allgemeineren Verbreitung der Kenntnis der von der „neueren Algebra" benutzten Methode beizu- 
tragen, und durch ausführlichere Darlegung der betreffenden Theorien für binäre Formen auf 
Sabnon'a Vorlesungen sur Einführung in die Algebra der linearen Transformationen vorzu- 
bereiten. 

Fort, 0., und 0. SchlÖmÜch, Professoren an der Konigl. polytechnischen 
Schule in Dresden, Lehrbuch der analytischen Geometrie. 
Zwei Theile. Mit in den Text gedruckten Holzschnitten. Zweite 
Auflage, gr. 8. 1863. geh. 2 Thlr. 22% Ngr, 

Einzeln: 

I. Theil. Analytische Geometrie der Ebene, von O. Port, l Thlr. 7 1 /, Ngr. 

II. » Analytische Geometrie des Raumes von O. S chlömil eh. l Thlr. 
15 Ngr. 

Das vorliegende Lehrbuch der analytischen Geometrie ist vorzugsweise für den Unterricht 
an technischen und anderen höheren Schulen bestimmt. Der ungetheille Beifall, den dasselbe ge- 
funden , hat bereits eine zweite Auflage nöthig gemacht. Wo die fernere Einführung beabsichtigt 
wird , stellt die Verlagshandlung dem betreffenden Lehrer gern ein Freiexemplar behufs vorheriger 
Prüfnng zur Verfugung. 

Hesse, OttO, ordentlicher Professor an der Universität zu Heidelberg, Vor- 
lesungen über analytische Geometrie des Raumes, 
insbesondere über Oberflächen zweiter Ordnung, gr. 8. 1861. geh. 

n. 2 Thlr. 12 Ngr. 

„Ungeachtet des bedeutenden Aufschwunges, welchen die analytische Geometrie namentlich 
im Verlaufe des letzten Vierteljahrhunderts einerseits durch die Erweiterung des Coordinatenbe- 
griffes, andererseits durch die Fortschritte der algebraischen Methoden, besonders in der Theorie 
der Determinanten und der homogenen Functionen, genommen hat, fehlte es doch noch bis vor 
Kurzem an einem Lehrbuche, welches geeignet gewesen wäre, den Studierenden der Mathematik 
zur Einführung in diese neueren Disciplinen zu dienen. Für die analytische Geometrie der Ebene 
ist zu diesem Zwecke den deutschen Jüngern der Wissenschaft ein wichtiges Hilfsmittel in der 
Fiedler'schen Ueberlragung des Salmon'schen Werkes in die Hand gegeben worden; für die des 
Raumes wird die erwähnte Lücke unserer mathematischen Literatur auf eine ausgezeichnete Weise 
durch das vorliegende LehrJbuch ausgefüllt. Dass der Verfasser desselben vor Allen berechtigt 
war, in diese Lücke einzutreten, dazu hat er sich den/Anspruch durch seine rüstige Mitwirkung 
am Ausbau sowohl der analytisch - geometrischen Methoden , als der hiermit im Zusammenhange 
stehenden Theile der Algebra erworben; ein ßlick in die letzten zwanzig Jahrgänge von Crelle's 
Journal wird genügen, ihm diese Berechtigung zuzuerkennen. Gegenüber der Stellung des Ver- 
fassers auf dem Gebiete der Wissenschaft muss Referent von einer kritischen Besprechung des vor- 
liegenden Werkes absehen, umsomehr, als dieselbe nur auf Anerkennung des darin dargelegten 
Talentes und der Meisterschaft in der Darstellungsweise hinauslaufen könnte. — [Folgt Inhaltsangabe.] 
Für Leser, welche mit den nöthigen Vorkenntnissen ausgerüstet, Zugang zu den neueren ana- 
lytisch-geometrischen Theorien erhalten wollen, kann das vorliegende Werk als eines der wichtig- 
sten Hilfsmittel bezeichnet werden u. s. w." 

[O.Fort, in der Zeitschrift für Mathematik, 1862, 2. Heft.] 



Digitized by 



Google 



3 

KäU) Dr. E. , Lehrer der Physik an der Kriegsschule in Dresden, mathe- 
matische Aufgaben ans der Physik nebst Auflösungen. 
Zum Gebrauche höherer Schulanstalten und zum Selbstunterricht 
bearbeitet. Mit vielen in den Text gedruckten Holzschnitten. 
2 Theile. gr. 8. 1857. geh. n. 1 Thlr. 14 Ngr. 

Einzeln : 

I. Theil. Aufgaben, n. 24 Ngr. 

II. » Auflösungen, n. 20 Ngr. 

„Je zahlreicher und umfänglicher man Aufgaben - Sammlungen aus dem Gebiele der reinen 
Mathematik besitzt, desto seltener und verhältnismässig' weniger ausführlich hat man sie für 
angewandte Mathematik und für Physik. Insofern ist daher schon jeder Beitrag für die specielle 
Literatur letzteren Gegenstandes als eine ebenso erwünschte wie dankenswerthe Erscheinung auf 
dem Büchermärkte zu betrachten, wie auch übrigens der Verfasser bei Bearbeitung einer selbsl- 
ständigen Sammlung dieser Art zu Werke gegangen sein mag. Wir brauchen indessen bezüglich 
vorliegender Sammlung bei diesem einfachen und allgemeinen Urtheile nicht stehen zu bleiben viel- 
mehr wird Jeder nach Einsicht in dieselbe darin mit uns übereinstimmen, dass dieselbe für den 
Schul- und Privatgebrauch ein recht instruetives Hilfsmittel zur Aneignung und zum klaren Ver- 
ständnis der Hauptlehren der Physik darbietet. Sie unterscheidet sich zunächst von anderen der- 
artigen Sammlungen, z.B. von der Fliedner* sehen, auch darin, dass der Gebrauch der Differential- 
und Integralrechnung für einzelne Beispiele nicht ausgeschlossen ist, ohne jedoch die Kenntnis 
dieses Theiles der Mathemaik durchgängig vorauszusetzen , indem die Mehrzahl der Beispiele davon 
unabhängig gestellt ist." [Witzschel, in d. Zeitschr. f. Mathem. 1858, 6. Heft.] 

Ä*W, griebridj, Elemente t>on SÖiafdjinen jun5d)ft att ein Seitfabcn 
für ©etoerbföület. I. unb IL Slbtyeitung in einem Sanbe. 3Rit 31 
litljoflta$>ierten Safcln unb 157 in ben £ert gebrudfien §oljjdjuitten. 
3tt>eite 3tu3gafce. 4. 1858. q$. 1 2$tt. 24 SR ö t. 

Die Abtheilungen einzeln sind nicht mehr vorhanden. 

Auf 31 lithographierten Tafeln und 157 in den Text gedruckten Holzschnitten bietet das vor- 
liegende Buch eine so reichhaltige Sammlung von instruetiven Zeichnungen der wichtigsten Maschi- 
nen theile, dass es ebensowohl als Leitfaden beim Unterricht in Gewerbschulen wie zum Seiost- 
unterricht für Gewerbtreibende vorzügliche Dienste leistet. Der Preis ist ausserordentlich 
billig. 

jfröljltfe, $♦, GUritingenieur unb freftaHtet fianbmeffet, §anbfcudj jum 311)5 
flecfen toon (Surfen auf (Stfenbaljn* unb SBegelhuen. gfir alle fcor- 
fommenben 2Btn!el unb Labien aufs Sorgfältige beregnet unb tyerauS* 
gegeben. Vierte burd)gefe$enc Auflage. ÜJlit einer gigurentafel. 8. 
1864. gebunben 18 SRgr. 

., Vorstehendes Taschenbuch, welches sich durch concise Form und Bequemlichkeit für den 
Gebrauch jedem praktischen Geometer und Ingenieur empfiehlt, enthält alle diejenigen Daten, welche 
erforderlich sind, um nach der Methode, von den Tangenten und Hülfstangenten aus den Bogen 
zu bestimmen, Cur von für Strassen- und Eisenbahnanlagen abzustecken. Die Einleitung enthält 



eine kurze, dabei aber sehr klare und bündige Instruction für die Ausführung der beim Abstecken 
» - «■ « » - • « ~ — ■• ~ handlung dei °* " * 

_ ... uptinhalt des ' 

beiden Tabellen. Von diesen Tabellen enthält die erste die Werthe der Tangente, Bogenläng 



der Curven vorkommenden geometrischen Operationen, für die Behandlung der zu diesem Zwecke 
erforderlichen Instrumente und für den Gebrauch der den Hauptinhalt des Taschenbuchs bildenden 



halben Sehne, der Coordinalen des Mittelpunktes und dessen Abslandes vom Winkelpunkt 
Curve für den Radius 1000 und die Grösse des Cenlriwinkels von bis 120 Grad, um 2 Minuten 
jedesmal wachsend. Die zweite Tabelle enthält die Abscissen and Ordinaten zur Absetzung äqui- 
distanter Bogenpunkte für alte vorkommenden Radien von 10 bis 10,000. Mehrfache Revisionen be- 
rechtigen den Herrn Verfasser, wie er in der Vorrede sagt, beide Tabellen als vollkommen fehler- 
frei und zuverlässig zu bezeichnen." [Eisenbahnzeitung 1852, Nr. 26.] 

Die Verbreitung in 3 starken Auflagen ist überdies der beste Beweis für die Brauchbarkeit 
und Zuverlässigkeit des Buches. 

LiüdelÖf, Dr. L., Professeur de Mathematiques a Helsingfors, leqons de 
calcul des Variation s. Redige"es en collaboration avec Mi L'abb^ 
Moigno. Paris 1861. gr. 8. geh. n. 1 Thlr. 20 Ngr. 

MittheiltUlgeil der K. Sachs. Polytechnischen Schule zn Dres- 
den. Heft I. A. u. d. T.: Versuche über den Kraftbe- 
darf der Maschinen in der Streichgarnspinnerei und Tuch- 
fabrikation , ausgeführt von Dr. Ernst Hartig, Lehrer der mechan. 
Technologie an der Kgl. Polytechn. Schule. Unter Mitwirkung der 
Polytechniker Arndt, Jüngling, Klien und Künzel. [VHI u. 72 S. 
mit 11 lithographierten Tafeln in 4. u. qu. Folio.] hoch 4. geh. 

n. 1 Thlr. 10 Ngr. 
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Müller, Dr. J. H. T., Oberschulrath etc., Beiträge zur Termino- 
logie der Griechischen Mathematiker, gr. 8. 1860. geh. n. 8 Ngr. 

„Es sintl nur 2\<n Druckbogen, welche der Verfasser unter dem Titel von Beiträgen veröffent- 
licht, aber wer den Inhalt prüft, wird über die Fülle erstaunen, welche in dem kleinen Räume zu- 
sammengedrängt ist u. s. w." [Zeitschrift für Mathematik 1860, 6. Heft.] 

Neumann, Carl, Professor in Tübingen, Vorlesungen über Rie- 
mann's Theorie der AbeVschen Integrale. Mit zahlreichen in 
den Text gedruckten Holzschnitten und einer lithographierten 
Tafel, gr. 8. 1865. geh. 

Eine Darstellung 1 der Abel'schen Integrale, durch welche dieselbe auch denen verständlich 
wird, deren mathematische Kenntnisse noch gering* sind. Der Student welcher sein erstes oder seine 
beiden ersten Semester einig-ermassen gut angewendet hat, soll durch dieses Buch in den Stand 

fesetzt werden, in das Innere jener schwierigen und bis jetzt fast vollständig unzugänglichen 
hcorie sofort und mit allem Verständnis einzudringen. 

Roch, Dr. G., de theoremate tjuodam circa funetiones Abelianas. 
4. geh. n. 6 Ngr. 

"Ruete, Dr. G. Gk Th. , Professor und Geh. Medicinalrath , das Stereo- 
scop. Eine populäre Darstellung. Mit 20 stereoscopischen Bildern 
in einer Beilage, gr. 8. 1860. geh. n. 1 Thlr. 10 Ngr. 

„ Der Verfasser hat nicht blos das Wesen des Stereoscopes wie des stereoscopischen Sehens 
behandelt, sondern auch die psychologischen , physikalischen und physiologischen Vorbegriffe vor- 
ausgeschickt. Er hat die Erklärung der Erscheinungen durch Beispiele erläutert, und diese durch 
eine beigegebene Sammlung von stereoscopischen Bildern vermehrt. Das Werk ist ebenso wissen- 
schaftlich als populär im wahren Sinne des Wortes geschrieben, und es ist nicht blos jedem Ge- 
bildeten, dem das Stercoscop zur Unterhaltung- dient, sondern auch dem Psychologen, Physiker 
und Physiologen zum Studieren, dem Lehrer als Hilfsmittel, dem Finanzmann als Mittel zum Er- 
kennen der Copien vom Originale und der falschen Werthpapiere von echten anzuempfehlen. " 

[Lukas, in der „Zeilschrift für Stereoscopie". II. Jahrgang, Nr. 19.] 

Salmon, George, analytische Geometrie der Kegelschnitte 
mit besonderer Berücksichtigung der neueren Methoden. Unter 
Mitwirkung des Verfassers deutsch bearbeitet von Dr. Wilhelm 
Fiedler, gr. 8. 1860. geh. n. 4 Thlr. 

„Diese Bearbeitung eines im englischen Original bereits in 3 Auflagen erschienenen vor- 
züglichen Buches umschliesst in ihrem Haupttheite eine fast vollständige Darlegung des gegenwär- 
tigen Standes der auf die Kegelschnitte bezüglichen Lehren mit Zugrundelegung der wichtigsten 
algebraischen und g-eometrischen' Methoden u. s. w. Der deutsche Bearbeiter hat die Arbeiten 
deutscher Mathematiker, namentlich von Möbius, Plücker, Steiner u. A. mit berücksichtigt und 
dadurch den bereits vielseitig anerkannten Werth des Originals wesentlich erhöht. Jedenfalls ver- 
dient der Bearbeiter den Dank des deutschen Publikums für die Gründlichkeit und Umsicht, mit 
welcher er sich der Aufgabe unterzogen hat, das Buch zu einer möglichst vollständigen und gründ- 
lichen Einführung in die gegenwärtige wissenschaftliche Situation der analytischen Geometrie zu 
gestalten. Es kann das Werk in der vorliegenden Form der aufmerksamen Beachtung aller Studie- 
renden der Mathematik empfohlen werden, welche auf möglichst einfachem Wege Zugang zu den 
Resultaten der neueren Forschungen auf dem Gebiete der analytischen Geometrie erlangen wollen; 
dem Lehrer der Wissenschaft empfiehlt es sich, abgesehen von der vorzüglichen Methodik des Ver- 
fassers, welche in der deutschen Bearbeitung durchaus nicht beeinträchtigt ist, namentlich noch 
durch die grosse Menge von mehr als vierhundert grossentheils vollständig durchgeführten Auf- 
gaben." [0. Fort, in der Zeitschriff für Mathematik 1861, 3. Heft.] 

Salmon, George, Vorlesungen zur Einführung in die Algebra 
der linearen Transformationen. Deutsch bearbeitet von 
Dr. Wilhelm Fiedler, gr. 8. 1863. geh. n. 1 Thlr. 24 Ngr. 

Diese deutsche Ausgabe von Rev. George Salmon's „Lessons introduetory to the mo- 
dern higher Algebra" ist in einigen Punkten verändert, in andern erweitert und nach dem Stande 
der Entdeckungen vervollständigt worden. Der Theorie der symmetrischen Determinanten ist eine 
Vorlesung gewidmet, überhaupt die Determinantentheorie vielfach erweitert, namentlich auch die 
Zahf der Beispiele vermehrt worden. Diese Erweiterung steht in Verbindung mit der vollständigeren 
Behandlung der Theorie der Jacobi'schen und derjenigen der Hesse'schen Determinante, welche als 
Beispiele für eine Form der Behandlung gegeben sind, die in analytischer Beziehung unleugbare 
Vorzüge vor derjenigen hat, durch die der Grundcharacter des Originals bestimmt ist. In der 
Uebersicht der Resultate der Theorie für die biquadratischen ternären Formen ist auf die schönen 
Untersuchungen von Clebsch Bezug . genommen und ein kurzer Abriss der Resultate gegeben 
werden, welche die algebraische Theorie der binären und ternären Formen für die elliptischen Tran- 
scendenten ans Licht gebracht hat. — Das Buch schliesst sich in seiner Bedeutung für die mathe- 
matischen Studien dem vorhergehenden Werke desselben Verfassers würdig an. 
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Salmon, George, analytische Geometrie des Raumes. Deutsch 
bearbeitet von Dr. Wilhelm Fiedler, ord. Professor der descrip- 
tiven Geometrie am Polytechnicnm zu Prag. 2 Theile. gr. 8. 1863. 
1865. geh. 5 Thlr. 14 Ngr. 

Einzeln : 
I. Theil: A. u. d. T.: Die Elemente der analytischen Geometrie des Raumes 
und die Theorie der Flächen zweiten Grades. Ein Lehrbuch für höhere 
Unterrichtsanstalten, gr. 8. geh. 1 Thlr. 24 Ngr. 
II. Theil: A. u. d. T.: Analytische Geometrie der Curven im Räume und 
der algebraischen Flächen, gr. 8. geh. 3 Thlr. 20 Ngr. 
, Die ausgezeichnete Begabung des Verfassers für die Darstellung" analytisch -geometrischer 
hu n gen, als auch die Tüchtigkeit des Herrn Uebersetzers sind so anerkannt, d 
erscheint, irgend etwas zur Empfehlung des vorliegenden Werkes hinzuzufügen." 



Schell, Dr. W., Professor der Mathematik in Marburg, allgemeine 
Theorie der Curven doppelter Krümmung in rein geome- 
trischer Darstellung. Mit Holzschnitten, gr.8. 1859. geh. n. 24 Ngr. 

„Das vorliegende Werkchen'kann allen denen, die sich mit der geometrischen Betrachtungs- 
weise der wichtigen Theorie der doppelt gekrümmten Curven , sowie vieler anderer dazu gehöriger 
geometrischer Gebilde vertraut machen wollen, nur bestens empfohlen werden. Sie werden darin 
ein reiches Material für die Uebung in der geometrischen Anschauung und Verbindung vorfinden, 
das der Verfasser ihnen in klarer und gedrängter Darstellung vor Augen geführt. Wir können 
nur wünschen, dass derselbe dem wissenschaftlichen Publikum seine weiteren Untersuchungen über 
die hier behandelten Gegenstände in nicht ferner Zeit zur Kenntnis bringen möge." 

[Heidelberger Jahrbücher 1859, Nr. 38. J 

Schmidt, Carl Heinrich, Professor an der polytechnischen Schule in Stuttgart, 
Lehrbuch der Spinnereimechanik. Mit einem Atlas von 13 
lithograph. Tafeln, gr.8. 1857. (Der Atlas quer- Folio), n. 3 Thlr. 

Dieses Lehrbuch der Spinnereimechanik beschäftigt sich vorzugsweise mit dem theoretischen 
Theile des Spinnereifaches. Es zerfällt in vier Abthenungen: I. Flaohs- und Wergspinnerei. 
II. Baumwollspinnerei. HI. Schafwollspinnerei. IV. Bewegungsgesetze und Bewegungsmecha- 
nismen für die Auf Windung des Vorgarnes — und hat ebensowohl in Gewerb- und anderen tech- 
nischen Schulen, als auch unter den Praktikern des Spinnereifaches allgemeine Anerkennung und 
weite Verbreitung gefunden. 

©djlt eitler, Dr. (£♦ $♦, ßimlmgcnieur, bic 3ttjirumente unb 2öcrf= 
$euge ber tjötjeren unb nieberen üSJtefcfunft, fotirie ber geome; 
trifdjen 3etd)enfunft, ty V e £t)eorie, (Sonßruction, ©ebraud) unb Prüfung. 
ÜRit 236 in ben £ert gebrueften §ol$fd)nitten. Sterte feljr fcerbefferte 
unb fcermeljite Auflage, gr. 8. 1861. ge^. 1 £$Ir. 15 9tgr. 

„Dieses Werk erschien nach einem Zeiträume von 10 Jahren schon in der vierten Auflage, 
was unstreitig den Beweis von seinem werlhvollen Inhalte liefert. Die neueste Auflage ist gegen- 
über den frühern bedeutend vermehrt und an manchen Stellen verbessert worden. Es bildet dieses 
Buch eine nothwendige Ergänzung zu dem „Lehrbuch der gesammten Messkunst" desselben Ver- 
fassers, und kann Ingenieuren sowie Schülern technischer Lehranstalten bestens empfohlen werden." 

[Schweizerische Polytechnische Zeitschrift.] 

__— Sefyrfcud) ber gefammten SDtefcfunft ober ©arftettung ber 
£ljeorie unb Sßrarte beS getbmeff en§ , SttoetürenS unb §öl)enmeffen3, 
ber milttärtfcfyen 2tufnaljmen ganzer Sflnber, fotoie ber geometrifcfyen 
3eid)enhmft. 3um ©etbftjtubium unb Unterrid&te bearbeitet, dritte Der- 
befferte Auflage. 3Jlit 225 in ben £ert gebrueften giguren in £oljf$ttttt. 
gr. 8. 1861. ge^. 2 SQfc. 

Die geodätischen "Werke Sehn eitle r's entsprechen so sehr einem praktischen Bedürfnisse, 
dass ihre Verbreitung in fortwährendem Steigen begriffen ist. Die vorliegende dritte Auflage des 
„Lehrbuchs der Messkunst", welches mit dem gleichzeitig in vierter Auflage erschienenen Werke: 
„die Instrumente und Werkzeuge der Messkunst" ein Ganzes bildet, ist eine wesentlich ver- 
besserte. Insbesondere ist der ganze Abschnitt „Nivelliren" durch Herrn Regierungsconducteur 
Stocken in Breslau vollständig neu bearbeitet und damit das Buch gerade in einer Partie erweitert 
worden, deren genaue Kenntnis in unserer Zeit von besonderer Bedeutung für die grossartigen 
Landes -Meliorationen (Bruch- und Moorbauten, Drain- Anlagen) ist. Der Preis ist ausserordentlich 
billig. 

ScJmeitler, Dr. C. F., und Julius Andräe, Civilingenietirs, Samm- 
lung von Werkzeichnungen landwirtschaftlicher 
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Maschinen und Geräthe nebst ausführlichen Beschreibungen. 
7 Hefte. Mit 42 Tafeln in gr. Royal-Fol. Text in 4. 1853—1857. 
geh. n. 38 Thlr. 

Einzeln : 

I. Heft, die Drainrohren- und Ziegelpressen auf 7 Foliotafeln: 1) Randell and 
Sanders Thonröhrenpresse mit mechanischer Abschneide - Vorrichtung"; 2) Drainröhren- 
presse von Egells in Berlin; 3) Doppeltwirkende Drainröhrenpresse von J. Whitehead 
in Preston; 4) Drainröhrenpressc von J. Williams in ßedford; 5) Doppel wirk ende Drain- 
röhrenpresse von Borie Fr eres in Paris; 6) Drainröhrenpresse von Mundscheid in 
Malapanc; 7) einfache englische Röhrenpresse. 1853. n. 6 Thlr. 

II. Heft, mit 6 Tafeln: 1) Verbesserte Flachs - Brechmaschine von Kuthc; 2) Flachsschwinge- 
Maschine von J. Bücklers; 3) Paten tirter Apparat und Verfahren der Flachs- Dampf röste 
von Watt in Irland; 4) E. Kacmmerer's Universal- Säe -Maschine. 1853. n. 6 Thlr. 

III. Heft, mit 6 Tafeln: 1) Transportabler Cylindergöpel von Barret. Ex all u. Andrews 
in Reading; 2) transportables deutsches Rosswerk; 3) Häckselschncide - Maschine nach 
Gillet; Schrotmühle mit Stahlwalzen. 1854. n. 6 Thlr. 

IV. Heft oder II. Serie 1. Heft, mit 6 Tafeln: 1) Englische Dreschmaschine; 2 Salmon's 
Häckselschneide -Maschine; 3) Bedford- Eggen. 1855. n. 6 Thlr. 

V. Heft, oder II. Serie 2. Heft, mit 6 Tafeln: Thonschlemmerei zu Joachimsthal; Göpel von 

P in et; Romain e's Dampf grabe- Maschine. 1856. n. 6 Thlr. 

VI. u. VII. (Doppel)Hcft, oder 11. Serie 3. u. 4. Heft, a. u. d. T.: Die neueren Dampfcultur- 

Geräthe und Dampfpflüge Englands. Von Dr. C. F. Sehn eitler. Mit 11 Tafeln. 1857. 

Heft 1—3 herausgegeben von C. F. Schneitier, Heft 4—7 oder II. Serie 1—4. Heft 
von C. F. Schneitier und J. Andröe. 

©djlt eitler, Dr. (L gf ; , unb 3ltUn3 2Inbree, (Sbil •3ngenicur8, bu neue* 
reu unb nichtigeren lattbttnrttjfdjaftUdjen -9Jlafcfyinen unb 
©erat (je, iljre Xljeorte, (Sonjirtictton, 2Birfung3toetfe unb ^utoenbung. 
(Sin £anbfcud) ber lanbtotrtljfdjaftltd)en SDlafd^inen^ unb ©eratyertmbe 
jum ©elbftftubtum unb Unterrtdjt. 3Rit 350 in bin Ztxt gebrudten 
§oljfönitten. gr. 8. 1862. gel). 3 £1jlr. 

„Das neueste und vollständigste Buch über landwirtschaftliche Maschinen und Geräthe, 
welches durch seine vozüglich klaren und anschaulichen Abbildungen wie durch seinen gediegenen 
beschreibenden Text die vollste Anerkennung bei allen gefunden hat, die als Landwirthe oder Tech- 
niker mit den landwirtschaftlichen Maschinen und Geräthen sich näher bekannt zu machen Ver- 
anlassung haben. Wir können nur wiederholen, dass wir es hier mit einem gediegenen, 
der wärmsten Emp fehlung werthen Werke zu thun habe«. Alle Landwirthe, welche den 
Forlschritt in ihrem ehrenwerthen Berufe mit Freuden begrüssen, können „diese" Maschinen- 
und Geräthe- Kunde gar nicht entbehren, und legen wir besonders auch allen Mitgliedern unseres 
Vereins die Anschaffung desselben ans Herz." 

[Landwirtschaftliche Mittheilungen (Neuhaldensleben) 1859, Nr. 4.] 

©djröbter, & ©♦, fa&Udje Anleitung jum grunblid&en Unter* 

"rtdjt in ber 9Ugebra. 5ftad) Seifpieten au3 ben in 9Keier ^irfd^S 

(Sammlung enthaltenen ©leid)ungen unb Aufgaben, gr. 8. 1850. gel). 

1 2$lr. 9 SRgr. 

Neben einer sehr klaren Darstellung der algebraischen Lehrsätze enthält das Buch ausführ- 
liche Auflösungen aller in Meyer Hirsch's Sammlung enthaltenen algebraischen Aufgaben, welche 
dasselbe vorzugsweise zum Selbstunterricht in der Algebra geeignet machen. 



Stamm, Emst, theoretische und praktische Studien über den Self- 
actor oder die selbstthmtige Mule- Feinspinnmaschine. Aus dem 
Französischen tibersetzt von Ernst Hartig. Mit einem Vorwort 
von Dr. J. A. Hülsse, Director der polytechnischen Schule in Dresden. 
Mit 10 Kupfertafeln (in qu.-Fol. u. Imp.-Fol.) I. Heft: Text. 
II. Heft: Kupfertafeln, gr. 4. 1862. geh. ■ n. 4 Thlr. 

Der Herr Verfasser vorliegender Schrift sprach gegen mich den Wunsch aus, dieselbe in 
Deutschland einzuführen; ich konnte diesem Wunsche um so bereitwilliger entsprechen, als die 
Schrift selbst für eine wesentliche Bereicherung der im Fache der Spinnereimechanik ohnehin nicht 
sehr zahlreichen Literatur zu erachten ist, und sich auf eine mechanische Vorrichtung erstreckt, 
welche mit jedem Tage grössere Bedeutung erhält und an deren Vervollkommnung und Nutzbar- 
machung für andere Spinnstoffe als Baumwolle auch deutsche Werkstätten sich wesentlich bethei- 
ligen, den Gegenstand selbst aber in einer Art behandelt, welche auch für den der höheren Mathe- 
matik nicht Kundigen ein Verständnis zulässt. Ich erlaube mir daher Alle, welche sioh für das 
Spinnereifach interessieren, auf die in dieser Schrift enthaltenen neuen und eingehenden Betrach- 
tungen über die Wirksamkeil der einzelnen Mechanismen des Selfactors und über die Mittel, durch 
welche einzelnen Fehlern in dem Producte des Selfactors abgeholfen werden kann, hinzuweisen. 

Dr. J. A. Hülsse in Dresden. 
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Vorlaeilder , I. I. , Königl. Preuss. Cataster-Inspector und Sieuerrath, 
Ausgleichung des Fehlers polygonometrischer Mes- 
sungen, gr. Lex.-8. 1858. geh. 15 Ngr. 

„Der rühmlichst bekannte Verfasser zeig-t in der vorlieg-endcn Schrift in klarer g-efälliger 
Sprache die Anwendung- der Methode der kleinsten Quadrate auf die Ausg-leichung- der durch Seiten^- 
und Winkelmessung-en bestimmten Polygone. — Dieselbe kann nur als eine höchst willkommene 
Erscheinung- betrachtet werden, und zwar insbesondere für alle diejenig-en praktischen Geometer 
und Markscheider , denen die Erzielung- einer erösstmö^lichen Genauigkeit ihrer polyg-onometrischen 
Arbeiten ohne allzugrossen Zeitaufwand am Herzen heg-t; es dürfte dieselbe ihres wissenschaft- 
lichen Werthes halber auch noch als ein angenehmes Supplement zu den mehrfach erschienenen 
Schriften über Ausgleichungsrechnung (Gerling-, Dienger &c.) angelegentlichst zu empfehlen sein. 
Im Uebrig-en ist die Ausstattung- des Werkes als vortrefflich anzuerkennen." 

[Zeitschrift für Mathematik, 1858, 2. Heft.] 

über die Berechnung der Flächen - Inhalte ganz 



oder überwiegend aus Originalmaassen. gr. Lex. -8. 1858. geh. 

n. 20 Ngr. 

Dieses Schriflchen will Beiträge liefern zur Lösung- der Aufgabe: die Arbeit der Flächen- 
berechnung- aus Originalmaassen auf ihren g-eringsten Umfang- einzuschränken und, falls dieser 
noch über die verfügbaren Kräfte hinausg-ehen sollte, die Hilfsmittel anzugeben, welche bei einem 
Nachlassen von der g-anzen Strenge des Grundsatzes eine erhebliche Arbeitsverminderung- ohne 
unzulässige Verluste an der Genauigkeit der Resultate gestatten. 

Weber, M. M. Freill. VOll, Ingenieur, Königl. Sachs. Eisenbahn-Director etc., 
die Technik des Eisenbahn-Betriebes in Bezug auf die 
Sicherheit desselben, gr. 8. 1854. geh. . 1 Thlr. 15 Ngr. 

Das vorliegende, von der Kritik einstimmig- als jedem Techniker und Eisenbahnbeamten 
unentbehrlich bezeichnete "Werk behandelt den technischen Eisenbahnbetrieb in Bezug auf die 
Sicherheit desselben in folg-enden Hauptabiheilungen, deren jede wiederum in eine grosse Anzahl 
von Unterablheilungen zerfällt, so dass nichts unerörtert bleibt, was nur irgend für den behandel- 
ten Gegenstand in Frage kommen kann, nämlich: 

I. Wege und Werke, a. Oberbau, b. Unterbau, c. Bahnbewachung-, d. die Slalionen. 
II. Betriebsmittel, a. Locomotiven. b. Personenwag-en. c. Güterwagen. HL Be- 
wachung. IV. Signale. V. VI. Böswilligkeit, Unregelmässigkeit, atmosphärische Ein- 
flüsse &c. VTI. Asseouranzen Schi uss wort. 

die rauchfreie Verbrennung der Steinkohle, mit 



specieller Rücksicht auf C. J. Dum^ry's Erfindung. Mit 3 lith. 
Tafeln, gr. 8. 1859. geh. 18 Ngr. 

Durch die Erfindung: Dumery's ist ein lange angestrebtes Ziel, wenn auch vielleicht nicht 
vollständig* erreicht, doch näher g-erückt, als durch alle früheren Bemühungen. Die vorliegende 
Schrift beleuchtet die Dumery'schen Vorkehrung-en zur rauchfreien Verbrennung- der Steinkohlen 
und macht dieselben durch detaillierte Zeichnungen anschaulich. 

die Lebensversicherung der Eisenbahn-Passa- 



giere in Verbindung mit der Unterstützung und Pensionirung 
der Eisenbahn - Beamten und ihrer Angehörigen, gr. 8. 1855. geh. 

12 Ngr. 

Der Verfasser weist nach, mit welchen Mitteln die Eisenbahn - Verwaltungen ohne fühlbaren 
Druck auf das Publikum sich von der Sorg-e um die Beschaffung- der Geldmittel für die Pensionie- 
rung und Unterstützung- der Beamten, diese selbst aber von der schweren Lasl der Beisteuer zu 
den Unterstützungscassen befreien können. 

die Gefährdungen des Personals beim Maschinen- 



und Fahrdienst der Eisenbahnen. Eine Denkschrift, gr. 8. 1862. 
geh. 12 Ngr. 

Dieses Schriftchen ist speciell dem Wohle der Eisenbahn- Beamten und Arbeiter gewidmet. 
Die auf langjährige Erfahrung gestützten Vorschläge des rühmlichst bekannten Verfassers haben 
bereits vielseitige Berücksichtigung gefunden. 

Wiener, Dr. Christian, Professor an der Polytechnischen Schule zu Carls- 
ruhe, über Vielecke und Vielflache. [VIII u. 31 S. mit 
3 lithographierten Tafeln.] gr. 4. geh. 24 Ngr. 

Witzschel, Dr. Benjamin, Grundlinien der neueren Geometrie 
mit besonderer Berücksichtigung der metrischen Verhältnisse an 
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Systemen von Punkten in einer Graden und einer Ebene. Mit in 
den Text gedruckten Holzschnitten, gr. 8. 1857. geb. n. 2 Thlr. 

Vorliegende Grundlinien der neueren Geometrie sind für den ersten Unterricht in diesem 
Zweige der Mathematik bestimmt und die ganz elementare £ntwickelung- des Gegenstandes dürfte 
in besonderen Fällen die Lehrer der Geometrie veranlassen, einige Partien oder Sätze der neueren 
Geometrie in den zeither üblichen Unterrichtscursus mit aufzunehmen. — Dass das Buch als eine 
vorzügliche Bereicherung* der mathematischen Literatur angesehen werden muss, hat Herr Prof. 
Bretschneider in Gotha in einer ausführlichen Beurlheilung; in der „Kritischen Zeitschrift für 
Chemie, Physik und Mathematik " Heft III, S. 258 ff. nachgewiesen. 

WÜllner, Dr. Adolph, Director der Provinzialgewerbeschule zu Aachen, 
Lehrbuch der Experimentalphysik mit theilweiser Be- 
nutzung von Jamin's cours de physique de T^cole polytechnique. 
Zwei Bande in vier Abtheilungen. Mit vielen in den Text ge- 
druckten Holzschnitten und zwei Tafeln in lithographischem Far- 
bendruck, gr. 8. 1862—1865. geh. n. 11 Thlr. 20 Ngr. 

Einzeln : 
I. Bandes 1. Abth. Mechanik und Akustik, n. 2 Thlr. 16 Ngr. 

I. » 2. Abth. Optik, n. 2 Thlr. 12 Ngr. 

II. » 1. Abth. Wärmelehre, n. 2 Thlr. 12 Ngr. 

II. » 2. Abth. Die Lehre vom Magnetismus nnd der Electricität. 

n. 4 Thlr. 10 Ngr. 

Die wissenschaftlichen Vorzüge dieses neuen, elegant ausgestatteten Lehrbuchs der Physik 
sind von der Kritik einstimmig anerkannt worden. „Dasselbe hat sich die Aufgabe gestellt, einer- 
seits die physikalischen Lehren in weiteren Kreisen bekannt zu machen, andererseits denjenigen, 
welche tiefer in das Gebiet des physikalischen Wissens eindringen wollen, als Vorschule zu dienen, 
es hat aber, ohne den ersten Zweck ausser Acht zu lassen, die zweite wissenschaftliche Aufgabe 
mehr ins Auge gefasst, als dies von den verbreitetsten Lehrbüchern der Physik bis jetzt geschehen ist. 

Die Verlagshandlung freut sich , ein Urtheil des Herrn Professor J o 1 1 y in München beifügen 
zu können, welcher sich folgendermassen über das Buch ausspricht: 

„Das Lehrbuch der Physik von Wüllner ist eine sehr gelungene Arbeit , die sich, obschon 
es unserer Litteratur nicht an guten Lehrbüchern fehlt , dennoch rasen Bahn brechen wird. Im ein- 
leitenden Theil der Mechanik schtiesst sich Wüllner noch vielfach an das Lehrbuch von Jamin 
an, sehr bald geht aber der Verfasser zu einer ganz selbstsländigen Arbeit über, in welcher das 
Lehrbuch von Jamin nur soweit benutzt ist, als in demselben die Arbeiten französischer Physiker 
in grösserer Ausführlichkeit vorgetragen sind. Wullner's Lehrbuch hat zunächst vor dem fran- 
zösischen Werke schon den Vorzug, dass in grosser Vollständigkeit auch die Arbeiten nicht fran- 
zösischer Forscher Berücksichtigung gefunden haben. Es hat aber zugleich in der Litleralur der 
Lehrbücher einen entscheidenden Vorzug dadurch , dass jedem Abschnitte und jedem Kapitel in kri- 
tischer Auswahl und Beleuchtung die Originalarbeiten, auf welche die Untersuchung sich stützt, 
speciell angegeben sind. Der in die Wissenschaft neu Eintretende wird hierdurch mit der laufenden 
Litteratur bekannt, er findet zugleich die Quellen angegeben, zu denen er zurückzugehen hat, wenn 
er im fortschreitenden Studium der Forschung sich widmen will. Beschränkt sicli der Verfasser 
zunächst auf den Gebrauch der Elementarmathematik, so sind doch zugleich überall die Wespe be- 
zeichnet, die zum Verständnis der analytischen Behandlung führen , und die den Anfänger befähigen, 
sobald er die Sprache der höheren Mathematik sich angeeignet hat, mit Leichtigkeit den betreffenden 
monographischen Arbeiten zu folgen. Wäre der Ausdruck „eine literarische Erschei- 
nung befriedige ein längst gefühltes Bedürfniss" nicht allzusehr verbraucht, 
so würde ich ihn über das Werk von Wüllner mit vollster Ueberzeugung ge- 
brauchen." Jolly. 

Zeitschrift für Mathematik und Physik, herausgegeben unter 
der verantwortlichen Redaction von Dr. 0. Schlömilch, Dr. B. 
Witzschel, Dr. M. Cantor und Dr. E. Kahl. I — X. Jahrgang 
1856 — 1865, 6 Hefte jährlich, gr. 8. geh. ä Jahrgang n. 5 Thlr. 

1. — III. Jahrgang, herausgegeben vonO. Schlömilch und B. Witzschel. 

IV. » » » denselben und M. Cantor. 

V.— X. » » » O. Schlömilch, E. Kahl und M. 

Cantor. 

Unter der Presse: k 

NeumaÄH, Carl, das Dirichlet'sche Prinzip in seiner Anwen- 
dung auf die Kiemann'schen Flächen, gr. 8. geh. 

Salmon, George, analytische Geometrie der Kegelschnitte. 
Deutsch von Dr. W. Fiedler. 2. Aufl. 

Zetsche, E., Beiträge zur Geschichte der Fortschritte in 
der elektrischen Telegraphie. 
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